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6.1 Einfuhrendes Beispiel: Ruckschluss von den
Grenzkosten auf die (variablen) Gesamtkosten

Kosten Kosten
Gesamtkosten [GE] 1 Gesamtkosten K
K(x)=2x [GE]
10 e s s EEEEsEsEEEEEEEEEEEEEEEEEEESEEEEEEEEEEEEEEEEsEsEEEEEEeE
g -
7 Grenz-
6 - kosten K
1 [GE/ME]
4 —
Grenz-
kosten K

K22 ///////%

1 2 3 4 5 Menge Menge
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6.2 Die Integralrechnung als
Umkehrung der Differentialrechnung

’ Differentialrechnung <\
—

= f(x ' '

( IntegralrechnM
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6.3.1 Der Begriff der Stammfunktion und
des unbestimmten Integrals

( Integralrechnung \\

-
Differentialrechnung "

Beispiel:

Stamm-
funktion
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6.3.1 Der Begriff der Stammfunktion und
des unbestimmten Integrals

> F und f seien zwei Funktionen mit dem gemeinsamen
Definitionsbereich ID. F sei differenzierbar, und es gelte:

F'(x)=f(x) flarallexelD
Dann nennt man F eine Stammfunktion von f.

» Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f heifl3t
unbestimmtes Integral und wird mit jf(x) dx bezeichnet.

Es qilt also:
[f(x)dx = F(x)+C mit CelR

mit f(x) als Integrand, x als Integrationsvariable und
C als Integrationskonstante
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6.3.2 Grundintegrale

Funktion

FH MUNSTER

F(x) =e* + C

f(x)=; F(x) = Inx| + C
— X _ a’
f(x)=a F(x) = s + C

F(x) = x:Inx — x + C

10
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6.3.3 Integrationsregein

> Linearitat:

(k- f(x)dx = k-jf(x)dx

[0 =g(x)dx = [f(x)

> Partielle Integration:

[(g-f)dx = f-g - [(f'-g)dx

= ol

FH MUNSTER

11
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6.3.3 Integrationsregein

» Substitutionsregel (Teil 1):
b a(b)
Jflex)-gx)dx = [f(z) dz
a g(a)

mitz = g(x); g_)z( =g'(x) bzw. dz =g'(x)dx

» Substitutionsregel (Teil 2):

g(b) b
Jfx)dx = [f(g(2))g(2)dz
g(a) a

mit‘x = g(z); 3—)2( =g'(z) bzw. dx =g/(z)dz

FH MUNSTER

12
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6.3.3 Integrationsregein

> Erstes Beispiel Substitutionsregel.:

2x? +1] - 4x- dx
Jl2x?+1f

1

= jzzdz:—z3+ C
3

= %(2x2+1)3+ C

.§\\ FH MUNSTER

, University of Applied Sciences

mit z =2x° + 1
dz

- — =
dx

& dz=4x-dx

4 X

oder

13
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6.3.3 Integrationsregein

> Erstes Beispiel Substitutionsregel, leicht variiert:

Substitutionsregel I: Substitutionsregel Il (Alternative): Nebenrechnung:
[(2x2+1) - 5x- dx [(2x241) - 5x- dx mit z=2x2 +1
dz =4x
:§-I(2x +1) 4% - dx —_[22 5X - oz ~ dx
4 4x

< dz=4x-dx
_ 9 [,2 _ 5 1.3 2.9 _ 513 oder
_Z.J‘zdz_z.gz + C __[z 4dZ—43Z + C

:%(2x2+1)3+ C 152(2X +1)3+ dX:R
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6.3.3 Integrationsregein

» Zweites Beispiel Substitutionsregel:

Substitutionsregel |: Substitutionsregel Il: Nebenrechnung:

jln(2x+6)-dx _[In(2x+6)-dx mit z=2x+6

=%-Iln(2x+6)-2-dx :jm( z )-%-dz 33—)2(=2

= 1-J‘Inzdz = 1-(z-Inz - z)+C _ 1 = == -
5 5 = E-Jlnzdz = ... oder

= —.z.(lnz -1 +C dx:%dz

(2x+6)-(In(2x+6) — 1) + C

NN —
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6.3.3 Integrationsregein

» Weitere Beispiele zu den Integrationsregeln:

B Linearitat;

_[(2-X3+5-x)dx _ 2'_[X3dX+5-dex= 1 4

—-X +§-x2+C
2 2
m Partielle Integration:
_[(2x-|nx)dx = x%.Inx - Ixz-l dx= x2-Inx — +.x2+C
X 2
mit g'(x)=2x und f(x)=Inx

| Substitutionsregel'

2b2+1 1 2b”+1 1 1
j(zx +1)%-4x dx = jz dz = {—23} = —(2b% +1)° - —(2a% +1)°
2a%+1 3 Joazi 3 3

mit z = (2x° +1); g—zz4x < dz =4xdx
X

16
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6.3.3 Integrationsregein

> Beispiel fur eine Partialbruchzerlegung:

_ I ( 3 n -2 jdx siehe Nebenrechnung auf
X+2  x—1 den nachfolgenden Seiten
-2 dx — 2 dx
X+ 2 X —1

= 3:In|x+2| - 2:In|x-1 + C

17
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6.3.3 Integrationsregein

» Nebenrechnung zur Partialbruchzerlegung:

X—7 A B

(X+2)-(x=1)  x+2 " X—1

FH MUNSTER

Methode ,Einsetzen < X=7 =A-(x-1) + B:-(x+2)

spezieller Werte™:

= A=—7
—1
B:X V4
X+ 2
X—7 3 —2

(X+2)-(x=1)  x+2 " X—1

__9 3
-3
:__6:_2
3

18
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6.3.3 Integrationsregein

» Nebenrechnung zur Partialbruchzerlegung:

X—7 A B

(X+2)-(x=1) T x+2  x-1

Methode ,Koeffizien- < x=7 = A-(x-1) + B-(x+2)
tenvergleich”: — x-7 =A-x - A +B-x + 2-B
= 1=A+1B
-7 =-A+ 2B
= A=3 und B = -2

X—7 3

—2
(X+2)-(x=1) T x+2  x-1

19
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Gliederung
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6.4.1 Der Begriff des bestimmten Integrals

» Flacheninhalte unter Kurven
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6.4.1 Der Begriff des bestimmten Integrals

» Flacheninhalte unter Kurven

f(x)=/x

Hier Approximation
der Flache uber
n= 5 Rechteckel!

22
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6.4.1 Der Begriff des bestimmten Integrals

> Fur die Flache A gilt somit:

A =1lim > f(x) Ax (n ist die Anzahl der Rechtecke!)

N—00 i=1
AX;—0

> Ist f(x) in [a, b] stetig und F(x) eine Stammfunktion zu f(x), so
kann das bestimmte Integral auch wie folgt berechnet werden:

[f(x) dx = F(b)—F(a) = [F(x)]

> Beispiel:
4 2 3 ) 2 3 2 3
[Vxdx = |Z.x2| =Z.42 - .22 ~ 345
A 3 3 3

2 23
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Prof. Dr. Michael Biicker

6.4.2 Rechenregeln fur das bestimmte Integral

» Eigenschaften des bestimmten Integrals:

1. Tf(x)dx -0

2. Tf(x)dx = -jf(x)dx

3. Jc'f(x)dx = ])'f(x)dx + j-f(x)dx
a a b

» Im ubrigen gelten die gleichen Integrationsregeln des Abschnitts
6.3.3.

24
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Gliederung
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Okonomische Anwendung der Integralrechnung 25
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6.5.1 Flachenbestimmung zwischen
Funktion und Abszisse

f(x) 1

4 y + if(x)dx

Beachte: Nicht Uber Nullstellen hinweg integrieren!
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6.5.2 Flachenbestimmung zwischen
zwei beliebigen Funktionen
f(x)
g(x) A+B+C=

4
+ | [(g0x)~f(x))dx
2

2 4 / 11 X

Beachte: Nicht Uber Schnittstellen hinweg integrieren!
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Gliederung
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6.6 Okonomische Anwendung der Integralrechnung
(Produzenten- und Konsumentenrente)

> Ein Monopolist mochte ein neues Produkt auf den Markt brin-

gen. Die Nachfragefunktion f! nach diesem Produkt sieht wie
folgt aus:

f1:[49] >IR mit p—->x=f'(p)=10-p
bzw. f :[t16] > IR mit x > p=f(x)=10-x

Eine Unternehmensberatung empfiehlt, den Preis p fur eine
Einheit auf p,,= 4 festzusetzen. Damit konnten genau 6 Einhei-

ten am Markt abgesetzt werden. Der Umsatz betragt in diesem
Fall 24 Geldeinheiten (GE).

» Spater andert die Unternehmensberatung ihre Meinung und
schlagt vor, den Preis zunachst auf 9 GE festzusetzen und nach
und nach um jeweils 1 GE bis auf 4 GE abzusenken.

Wie hoch ist in diesem Fall der Umsatz des Monopolisten? 29
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6.6 Okonomische Anwendung der Integralrechnung
(Produzenten- und Konsumentenrente)

» Der Preis wird zunachst auf 9 GE/ME festgesetzt. Zu diesem
Preis findet sich ein Kaufer (Umsatz = 9 GE). Anschliel3end wird
der Preis auf 8 GE/ME gesenkt. Zwei Kaufer sind nun bereit, das
Gut zu kaufen. Von diesen beiden Kaufern hat einer das Produkt
bereits zu einem Preis von 9 GE/ME gekauft. Es kann demnach
nur eine weitere Einheit zum Preis von 8 GE/ME abgesetzt
werden usw. Der Gesamtumsatz betragt dann 39 GE.

p=9: U=px=9-(1-0)= 9 [GE]
p=8: U=px=28(2-1= 8 [GE]
p=7: U=px=7(3-2)= 7 [GE
p=6: U=px=6(4-3)= 6 [GE
p=5: U=px=5(5-4)= 5 [GE]
p=4: U =p-x=4-(6-5= 4 [GE

Summe: 39 [GE] > 24 [GE] @
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6.6 Okonomische Anwendung der Integralrechnung
(Produzenten- und Konsumentenrente)

©

Bl Konsumentenrente (KR)

1 Umsatz im Markt-
gleichgewicht

Marktgleichgewicht

S~ O0100 N0 ©

123456 X

31
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6.6 Okonomische Anwendung der Integralrechnung
(Produzenten- und Konsumentenrente)

» Konsumentenrente:

= Verzichtet der Anbieter eines Gutes auf eine stetige
Preisreduktion von der Preisobergrenze pg bis zum
Marktpreis py, (Marktgleichgewicht), in dem sie sofort
den Marktpreis py, festsetzen, so sparen die Kaufer

die so genannte Konsumentenrente:

KR = [p(x)dx — py-Xy
0

6

hier: KR=[(10-x)dx —4:6 = [10x-0,5x%]" - 24
0

60— 18 — 0 —24 = 18
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6.6 Okonomische Anwendung der Integralrechnung
(Produzenten- und Konsumentenrente)

> Produzentenrente:

= Die Produzentenrente fallt dann an, wenn ein Unternehmer
ein bestimmtes Produkt zu verschiedenen Preisen entlang
seiner Angebotskurve A anzubieten bereit ist, aber davon
profitiert, dass der Marktpreis sich auf einer bestimmten Hohe
pu €ingependelt hat (Marktgleichgewicht).

PR = py-Xy — [Adx
0

33
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6.6 Okonomische Anwendung der Integralrechnung
(Produzenten- und Konsumentenrente)

Hl Konsumentenrente (KR)

Nachfrage- Produzentenrente (PR)

funktion _
als PAF Angebotsfunktion

Marktgleichgewicht

N, FH MUNSTER
.§\/ University of Applied Science

34
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Jetzt folgt Kapitel 7:
Differentialrechnung li

(Funktionen mit mehreren
unabhangigen Variablen)

Prof. Dr. Michael Bucker

FHZ, Raum C 521
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