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5.1 Einfuhrendes Beispiel: Das Ertragsgesetz
(Produktionsfunktion vom Typ A)

,Ertrag”,

Ausbrin- 1

gungs-

menge,

Output
X

~<iMaximum _
N Ste|gung =0

Ertrag

Grenzertrag
= 1. Ableitung der

Ertragsfunktion
= Steigung der
Ertragsfunktion

Gérenzefrtrag

Durchschnittsertrag

\ > Faktoreinsatz-
r

3 ™., Steigung <0 menge
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5.1 Einfuhrendes Beispiel: Das Ertragsgesetz
(Produktionsfunktion vom Typ A)

» Ertrag: landwirtschaftlicher Ertrag/produzierte Menge (x)

» Grenzertrag (erste Ableitung des Ertrags):

= (Mehr-)Ertrag, d.h. Ertrag, der durch den Einsatz einer

zusatzlichen Einheit eines Rohstoffs (z.B. Dunger) Uber den
bisherigen Ertrag hinaus entstent.

> Durchschnittsertrag: Ertrag _ X

Rohstoffmenge r
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5.1 Einfuhrendes Beispiel:
Kostenfunktion fur das Ertragsgesetz

Kosten |

»

Gesamtkosten K;

.
.
.
.
.
4 o*
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Grenzkosten K+’
totale Stuckkosten k (x)
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variable Stuckkosten k,(x)

» Ausbringungs-
menge X
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5.1 Einfuhrendes Beispiel:
Kostenfunktion fur das Ertragsgesetz

» Gesamtkosten K;: variable Stuckkosten - Menge + fixe Kosten

» Grenzkosten K;' (erste Ableitung der Gesamtkosten K;):

= Kosten, die durch Produktion einer zusatzlichen Einheit
eines Produktes uber die bisherigen Kosten hinaus

entstehen.
Gesamtkosten ~ K;
> totale Stuckkosten k (x): Menge Ty
, . var iable Gesamtkosten K,
» variable Stuckkosten k(x): =

Menge X
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5.2.1 Differenz, Differenzenquotient,
Differentialquotient und Differential

f(x)
Steigung der Geraden/
bzw. der Sekante
f(XO 4 Ax) T \ = Diﬁ_-erenzenquotient

* Af(x,,X) = absolute
Anderung
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5.2.1 Differenz, Differenzenquotient,
Differentialquotient und Differential

f(x) ,
\ Sekante
f(xo + Ax) B I R
f(xo) | ' o |
. Ax - wird immer kleiner

Xqg Xo+AX=X X
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5.2.1 Differenz, Differenzenquotient,
Differentialquotient und Differential

f(x) .,

\, Aus der Sekante
,,/; wird eine Tangente

Steigung der Tangente
= Differentialquotient
T6 00 1 — = Grenzwert des

0 Differenzenquotienten

X, X
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5.2.1 Differenz, Differenzenquotient,
Differentialquotient und Differential

» Absolute Anderung:
Af(X,,X) = F(X)—T(Xx,) = f(x, + Ax)—1(X,)
> Differenzenquotient:

i—i(xo) _ f(x0+AAx)z—f(xo)

> Differentialquotient/Ableitung:

df e e F(x +AX) = T(Xp)
&(Xo) = f'(Xo) = A')'(TO Ax

> Differential:

g o (X +AX) = (X))
df(x,,Ax) = f'(X,)- AX = lim "

- AX = Af(x,,Xx)

13
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5.2.1 Differenz, Differenzenquotient,
Differentialquotient und Differential

Steigung der
Tangente
= Ableitung in X,
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5.2.2 Ableitungsregeln

> ,Potenzregel”:

y=x" = y=n-x""

> Faktorregel:

y=c-f(x) = y =c-f(x)

» Summenregel:

y=9g(x)+h(x) =y =g(x)+h(x)
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5.2.2 Ableitungsregeln

» Produktregel:

y=9g(x)-h(x)=g-h = y'=dg-h+g-h

> Quotientenregel:

_9(x)_g
“hx)h Y

> Kettenregel:

y=9g(f(x)) = y'=gfx) - f(x)

jullere innere
Ableitung Ableitung

FH MUNSTER

16
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5.2.2 Ableitungsregeln

Funktion

Ableitung

FH MUNSTER

17
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5.2.2 Ableitungsregeln

Graph einer Exponentialfunktion und ihrer Ableitung
| f(x) = eX=1(x)
y / Steigung = 2,71..

~ Steigung = 1

v
X
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5.2.2 Ableitungsregeln

¥

FH MUNSTER
University of Applied Sciences

Graph einer Logarithmusfunktion (In x) und ihrer Ableitung (% )

4

)

. Steigung = 1

.- Steigung = 0,5

In X

i
X

N
»
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5.2.2 Ableitungsregeln

» Exkurs: Herleitung der Ableitungen

Funktion Ableitung

f'(x)=e*" .lIna=2a*-Ina

1
f(x) = X =
Ina X-Ina

20
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5.2.2 Ableitungsregeln

> Beispiele:
a) Potenzregel: f
b) Faktorregel: f
d

e) Quotientenregel:

f) Kettenregel:

(X)
) (X)
c) Summenregel:  f(x) = x2 + 5x,
) (X)

Produktregel: f(x) = x2 - In(x),

.§\\ FH MUNSTER

, Universit y of Applied Sciences

)=

)=
f'(x)=2x+5

)

f'(x)= 2x:In(x)+ x2/x = 2x-In(x) + X

1. X +1— Xﬁ
f(X)Z X +1
X+1
’ X2
f'(x) = e -2-X < o
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22
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5.3 Diskussion algebraischer und
transzendenter Funktionen

» Definitionslicken und Stetigkeit (siehe Kapitel 4)
» Beschranktheit (siehe Kapitel 4)

> Nullstellen (siehe Kapitel 4)

> Differenzierbarkeit

» Monotonieverhalten und Extremwerte

» Krummungsverhalten und Wendepunkte

» Graphische Darstellung (siehe auch Kapitel 4)
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5.3 Diskussion algebraischer und
transzendenter Funktionen

> Stetigkeit:

Rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert existieren und stimmen mit
dem Funktionswert Uberein (siehe Kapitel 4):

lim f(x) = lim f(x)="f(x,) furalle x,€ID

» Differenzierbarkeit:

Grenzwert des Differenzenquotienten existiert (d.h. #x) fur alle Werte
Xo des Definitionsbereichs. Diesen Grenzwert bezeichnet man als die
Ableitung von f (an der Stelle xy) und schreibt f(x; ).

lim f(X) B f(XO

X—>Xp X —_ XO

) f'(x,) furalle x,eID

An den Randpunkten des Definitionsbereiches ist eine Funktion f(x) nur

einseitig differenzierbar. 04
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5.3 Diskussion algebraischer und
transzendenter Funktionen

> Monotonie:

B monoton steigend < f(x)=0
m monoton fallend < f(x)<0
m streng monoton steigend <= f(x)>0
m streng monoton fallend < f(x)<0
> Relative Extrema (vereinfacht):
m relatives Maximum < F(Xopt) _ O und f'(x,,)<0
m relatives Minimum < F(Xop) _ O und f'(x,,)>0

25
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5.3 Diskussion algebraischer und
transzendenter Funktionen

» Krummungsverhalten:

B konvex < f'(x)>0
m konkav < f"(x)<0
m streng konvex < f(x)>0
m streng konkav <& f'(x)<0

» Wendepunkte (vereinfacht):

= (X)) =0 und f"(x,,)#0
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5.3 Diskussion algebraischer und
transzendenter Funktionen

Beispiel:

Die e-Funktion

Ist stetig,

nach oben nicht beschrankt,
hat keine Nullstellen,

ist differenzierbair,

Ist streng monoton steigend,
hat keine relativen Extrema
und ist streng konvex.
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5.3 Diskussion algebraischer und transzendenter
Funktionen am Beispiel des Ertragsgesetzes

5000 1.000
Maximum

4000 - - 800
&
3000 - - 600 =
e
g Q
) Wendepunkt v &
S | 2000 400 L =
- O C
L O & S
O n
- — L - -
1000 200 5 5
| &
>
(]

%/ T T T T T T T T T T T B 0
8/1(1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 \21 23 25 27 2
1000 208
Faktoreinsatzmenge
— Ertrag Grenzertrag — Durchschnittsertrag
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5.4.1.1 Das Cournot‘sche Theorem

» Ein Monopolist produziere ein Gut, dessen Preis-Absatz-Funktion
am Markt

h:]0;10[ > IR mit x — p=h(x)=100-10-x

sel. Fur die Herstellung der Ausbringungsmenge x entstehen
dem Monopolisten Kosten. Die nachstehende Gesamtkosten-
funktion stellt die Kosten in Abhangigkeit von der Menge x dar.

f:]0;10[ > IR mit x > K=f(x)=x>-10-x+50

» Bestimmen Sie die ,gewinnmaximale” Ausbringungsmenge X,
mit Hilfe des Cournot'schen Theorems! Wie lauten die

hinreichenden Bedingungen fur das Vorliegen eines relativen

Maximums? Welches ist der maximal erzielbare Gewinn?
30
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5.4.1.1 Das Cournot‘sche Theorem

COURNOT‘SCHES THEOREM:

Gewinnfunktion: G(x)=E(x)-K(x) — max!

Notwendige G'(x) = E'(x) - K'(x) = 0

& E'(x) = K(x) '

Bedingung:

Grenz—  Grenz-
erlose kosten @

Hinreichende: G"(x) = E"(x) - K"(x) < O
Bedingung
< E"(x) < K'(x)
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5.4.1.1 Das Cournot‘sche Theorem

Erlosfunktion:  E(x) = p-x = (100-10-x)-x = 100-x—-10-x?
Kostenfunktion: K(x)=x*-10-x+50

Notwendige E'(x) = K'(x)
Bedingung: also: 100-20-x = 2.x-10 = x,=5

Hinreichende E"(x) < K"'(x)
Bedingung: ~20 < 2 istfaralle x (auch fir x, = 5) erfillt

Gewinnfunktion: G(x) = 100-x-10-x*—(x* =10-x + 50)
= -11-x*+110-x-50
G(XOZS) — 225 32
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5.4.1.2 Das Ertragsgesetz

Ertrag: fr) = —=r’ +27-r* +57-r
Grenzertrag; f'(l’) = —3-r2+54or+57 = 0 — I'Max=19

f'(r) = -6-r+54 = 0 = Ty =9
Durch.?;chnitts- f(r) 297,04 57
ertrag: r

(f(r)j = 21427 = 0 = Ty =135

.
Beir=135qilt: f(13.5) = f'(13,9)
13,5
& 23925 = 239,25 33
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5.4.1.2 Das Ertragsgesetz

4500 1.350
Maximum

4000 - +1.200
3500 - + 1.050 >
o
3000 - T900 _ +
O o
D 2500 - . l7s0 & @
© o -t
= Wendepunkt ’5 '
= 2000 - 1600 N &
LLl S O
1500 - 1450 2 &
¢
1000 - T 300 S
a)

500 { + 150
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1 1 1 1 1 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Faktoreinsatzmenge

— Ertrag Grenzertrag — Durchschnittsertrag
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Beispiel: Nachfragefunktion f: [0;10] — [0;100] mit p > x=f(p) := 100 — 10p

AX: 40'
—10 v 307

betrachtet wird
zunachst diese
Strecke bzw.

dieser ,Bogen’

I7 10 p
—_—
Ap =+1

Bogenelastizitat n,, der Nachfrage x
in Bezug auf den Preis p:

Steigt der Preis im Preisintervall
p € [6;7] um 1%, so sinkt die
Nachfrage in diesem Intervall
durchschnittlich um 1,5%.

Der Preis steigtum Ap=7-6 =+1 bzw.
relativ um Ap/p =+1/6 = 0,1667, also um 16,67%.

Dann verandert sich die Nachfrage um Ax =30 -40=-10
bzw. relativ um Ax/x =-10/40 = - 0,25, also um — 25%.

Der Differenzenquotient betragt: Ax _ 10
Ap +1
Die Bogenelastizitat betragt:
Ax A0
X 40 — 25% - —-1.5% _ 15
Ap -+ +16,67% +1% ’
p 6
Ax
b X ___Ax p _ Ax p _
zW. Ap  x Ap  Ap x
Y

36
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Beispiel: Nachfragefunktion f : [0;10] — [0;100] mit p > x =f(p) := 100 — 10p

X A
100 -
betrachtet wird
nun der Punkt
(p =6; x=40)
40 ---=====--- .

6 10 p
Ap—0

Punktelastizitat e,, der Nachfrage x
in Bezug auf den Preis p:

Steigt der Preis — ausgehend von
einem Preis von p =6 —um 1%,
so sinkt die Nachfrage um 1,5%.

Aus dem Differenzenquotient wird der Differentialquotient:

Ap—0 Ap dp

Aus der Bogenelastizitat wird die Punktelastizitat:

: AX p dx p _
IAlgloAp X ~ dp x | oxp

Die Punktelastizitat betragt:

_dx . P _ 49..6 __60 _ g
5= gp x ~ 10" 70 a0 =15 [%]
Und die Elastizitatsfunktion lautet:

_dx P _ 4. p __ b
5= 0 ® 0 FWOO0D - p-10

37
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5.4.2 Okonomische MaRe

Beispiel: Nachfragefunktion f : [0;10] — [0;100] mit p > x =f(p) := 100 — 10p

X 4 Elastizitatsfunktion:
100 A betrachtet _dx D D
werden nun &= gp = 0
verschiedene p X p-
Punkte

1/(1-10) =-1/9 = —0,11
2/(2-10)=-2/8 = -0,25
3/(3-10) =-3/7 = 0,43
4/(4-10) = —4/6 = —0,67
5/(5-10) = —5/5 = —1 1-elastisch
(
(
(
(

v

10 p

unelastisch

In diesem Beispiel ist die Steigung

: 6/(6-10)=-6/4 =-1,5
dx/dp immer —10.

7/(7-10) = -7/3 = —2,33
8/(8-10) = -8/2 = 4
9/(9-10) = -9/1 = -9

Die Punktelastizitat andert sich elastisch

aber bei jedem Preis.

OO |IN[ojlO | [WIN]|-
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5.4.2 Okonomische MaRe

> Bogenelastizitat (allgemein):

= gibt das Verhaltnis der relativen Anderung des Funktions-
wertes zur relativen Anderung der unabhangigen Variable an

= gibt somit die durchschnittliche Elastizitat im Intervall Ax an

Af f(Xq +AX)—F(Xg)
) fxg)  f(x +AX) = (X)) %,

:
X = — =
Nebo) = ax AX AX f(x,)
X X,

39
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5.4.2 Okonomische MaRe

» Punktelastizitat (allgemein):

= gibt naherungsweise an, um wieviel Prozent sich die
abhangige Variable andert bei einer einprozentigen Anderung
der unabhangigen Variablen

= Grenzwert der Bogenelastizitat: Ax lauft gegen null
8fx(XO) — AIE(TOnyx
f(x, + AX)—f(X,) X,

= lim Ko f(x,)-
AXx—0 A X f(XO) f(XO)

> Elastizitatsfunktion:

. df(x). X _ f'(x)-i
O dx f(x) f(x) n
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5.4.2 Okonomische MaRe

Wert der Elastizitat

D>

Elastizitatsgrad der Funktion

&, FH MUNSTER
22

University of Applied Sciences

vollkommen unelastisch

unelastisch

1-elastisch (proportional elastisch)

elastisch

vollkommen elastisch

41
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5.4.2 Okonomische MaRe

» Okonomische Beispiele:

= Preiselastizitat der Nachfrage

bzw. Elastizitat der Nachfrage in bezug auf den Preis
_dx p

p_)X:f(p) 8xp_$ ;

= Nachfrageelastizitat des Preise
bzw. Elastizitat der Preis-Absatz-Funktion in bezug auf
die nachgefragte Menge

X — p="£(x) Eoy = — * —

42
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5.4.2 Okonomische MaRe

> Beispiel: Preiselastizitat der Nachfrage

= Fall: e =—1, d. h. | ¢|=1 bzw. Nachfrage 1-elastisch:

,Erhoht man den Preis um 1%, so sinkt die Nachfrage
(proportional) ebenfalls um 1%."

>Fall: €=-0,5,d.h. 0< |g|<1 bzw. Nachfrage unelastisch:

Erhoht man den Preis um 1%, so sinkt die Nachfrage
(unterproportional) nur um 0,5%."

= Fall: e <—1, d. h. | ¢| > 1 bzw. Nachfrage elastisch:

,Erhoht man den Preis um 1%, so sinkt die Nachfrage

uberproportional, also um mehr als 1%."
43
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Jetzt folgt Kapitel 6:

Integralrechnung

Prof. Dr. Michael Biicker

FHZ, Raum C 521
michael.buecker@fh-muenster.de

+49(0)251/83-65615
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