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4.1 Einfuhrendes Beispiel

> Ein Beispiel fur eine Funktion und ihren Kurvenverlauf:

Der Ertrag in der Landwirtschaft als Funktion vom Faktor Arbeit
(das sogenannte Ertragsgesetz):

Ertrag

bzw. 1

Output Ertragsfunktion
bzw. Produktions-
funktion 1(r)

~ Faktoreinsatz-
" menge r

5
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4.1 Einfuhrendes Beispiel

» Das Ertragsgesetz ist eine der altesten Produktionsfunktionen.
Das Ertragsgesetz geht zuruck auf Anne Robert Jacques Turgot
(1727 bis 1781), Finanzminister unter Ludwig XVI:

In der Landwirtschaft fuhrt der vermehrte Einsatz des Faktors
Arbeit (z.B. Pflugen des Ackers) bei konstanten Einsatzmengen
der anderen Faktoren zunachst zu steigenden und spater zu
fallenden Ertragszuwachsen (Grenzertragen). Mit Ertrag ist der
landwirtschaftliche Output gemeint.

Das Ertragsgesetz wurde spater von Johann Heinrich von
Thinen (1783 bis 1850), Gutsbesitzer, ansassig in Tellow in
Mecklenburg in empirischen Analysen bestatigt.
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4.1 Einfuhrendes Beispiel

» Weitere Beispiele fur das Ertragsgesetz:

= Durch den kontinuierlich gesteigerten Gebrauch von Dunge-
mitteln (bei sonst gleich bleibenden Ressourcen/Bedingun-
gen, also z. B. gleich bleibender Flache) wachst der Ertrag
zunachst stetig an. Der Ertragszuwachs je zusatzlich ausge-
brachter Dungemittelmenge nimmt ab einer bestimmten
Ausbringungsmenge ab. Dies fuhrt bei weiterer Dunger-
ausbringung schliel3lich sogar zu einer Gesamtertrags-
minderung und sogar zur Bodenvergiftung: Ein uberhohter
Einsatz von Dungemitteln wird den Ertrag unter das Niveau
fuhren, das ohne Dungemittel erreicht worden ware und
schliel3lich jeden Ertrag vernichten.

= Ahnliche Beobachtungen kénnen auch bei den Faktoren
Warme und Wasser gemacht werden.
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4.2 Der Begriff der Funktion

» Eine Abbildung
f:A>B mit x—>y=f(x)

heildt (reelle) Funktion einer (reellen) Variablen,
falls AcIRund B c IR

Jedem Element aus A wird somit eindeutig ein Element
aus B zugeordnet.

» Schreibweisen:
m Explizite Schreibweise: y =f(x) z.B. y=x+1
m Implizite Schreibweise:  f(x,y)=c zB. xX°—y=-1
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4.3 Die Darstellung von Funktionen

1.Darstellung in 3. Graphische Darstellung
Gleichungsform _des_Funktionsv_erIaufs
(Funktionsgleichung) in einem Koordinaten-
system

y = f(x) = (x 1 -2

2.Darstellung durch eine
Wertetabelle

X 11011123
y=fx)| 2 |-1|-2|-1] 2

10
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4.4.1 Mathematische Funktionstypen:
Reelle Funktionen

» Algebraische Funktionen:

m ganzrationale Funktionen (Polynome)
& Polynom ersten Grades (lineare Funktionen)
y=f(x)=a-x+Db
¢ Polynom zweiten Grades (quadratische Funktionen)
y=f(x)=a+b-x+c-x°
¢ Polynom dritten Grades (kubische Funktionen)
& Polynom hoheren Grades
y=f(x)=a_ -x"+... +a,-x°+a,-x+a,
m gebrochenrationale Funktionen (Quotient aus zwei Polynomen)
m irrationale Funktionen: Wurzelfunktionen

z.B. y=f(x)=+/x 2
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4.4.1 Mathematische Funktionstypen:

Reelle Funktionen

» Transzendente Funktionen
m Exponentialfunktion
y =f(x)=b"
m [ogarithmische Funktionen
y =f(x)=log, X
B (trigonometrische Funktionen)
z.B. y=1(x)=sinx
y = f(X) = cos x
y = f(x) =tan x

FH MUNSTER
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften
mathematischer Funktionstypen

» Definitionslucken: (siehe hinten)

m Llcke (stetig fortsetzbar)
B Sprung
m Pol (unendlicher Sprung) mit/ohne Vorzeichenwechsel

» Grenzwert oder Limes (lim f(x;)):
(Definition und Berechnung des Grenzwertes siehe hinten)

derjenige Wert, dem sich die Funktion f in der Umgebung der
betrachteten Stelle x, annahert. Ein solcher Grenzwert existiert
jedoch nicht in allen Fallen.

> Stetigkeit: f heil’t stetig < lim f(x)=1(x,) fur alle x, D,
XelDO
d. h. Grenzwert = Funktionswert

14
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften
mathematischer Funktionstypen

> Nullstellen:  f(x) =0

» Beschranktheit: lim f(X) =+ und kein Pol existent

X—>Fo0

> Monotonie:

m monoton wachsend: x, < x, = f(x,)<f(x,) furalle x,,x, €ID
m monoton fallend:  x, <x, = f(x,)>f(x,) firallex,, x, elD

es

15
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Definitionslucken

Pol (unendlicher Sprung)
y A

Liicke Sprung J thne VZW
Y 1 Y 1
/O/ / X
— x — | !nit VZW
] X
R :
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Bestimmung von Grenzwerten

> Beispiel fur eine Definitionslicke in Form einer Licke:

2
fiIRV{2}>IR mit x >y="f(x)=" x-2_(x=2)-(x+1)
X—2 X—2
m Die Funktion ist stetig auf ihrem Definitionsbereich.

Graph: m Betrachtung der Definitionslucke x, = 2:
= Der Funktionswert existiert nicht, da die

Funktion f an der Stelle x, = 2 nicht definiert ist.
= Aber der Grenzwert an der Stelle x, = 2 existiert:
jim X2+ (x+1) = 2+1 = 3
' o X2 e eich
1/ ; ‘ o > gleic
PR jim X2 D) i ) = 241 = 3
1 X X—2 X—2 X—2
X>2 X>2 -

= Die Funktion ist damit stetig fortsetzbar in x, = 2
durch die Funktion g(x) = x + 1. 17
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
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> Beispiel fur eine Definitionslicke in Form eines endlichen Sprunges:

2.x fur xe]-o; 1]
= f X)= ’
y =10 {2+x flir xe] 1; o |
m Die Funktion stetig auf ihnrem Definitionsbereich.
Graph
m Betrachtung der Definitionslucke x, = 1:
Yy = Der Funktionswert existiert nicht, da die Funktion
5 an der Stelle x, = 1 nicht definiert ist.
47 = Der Grenzwert existiert ebenfalls nicht:
ST limf(x) = lim2.x = 2.1 = 2
2 ; X—1 X—1
11/ x<1 x<1 . ungleich
e lim f(x) = lim (2+x) = 2+1 = 3
1 2 3 4 X—1 X—1
X x> 1 x> 1 _
= Die Funktion ist damit nicht stetig fortsetzbar.
= Der Sprung ist endlich (Abstand =3 -2 =1).

University of Applied Science

18
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Bestimmung von Grenzwerten

> Beispiel modifiziert zur Diskussion der Stetigkeit:

2.x fur xe|-o;1]
= f o )
y=10) {2+x flir xe] 1; o
Graph: m Die Funktion f(x) ist nicht stetig, da sie an der
Stelle x, = 1 nicht stetig ist.
Y . . -
B Der Funktionswert existiert zwar, aber
S der Grenzwert existiert nicht:
Y] imf(x) = lim2-x =21=2 )
3 A" X—)’i] X—):I]
2 - X< X< . ung|e|ch
11/ lim f(x) = lim(2+x) = 2+1 = 3
CE— > X—1 X—1
1 2 3 4 X X>1 X > 1 _/
m Der Sprung ist endlich (Abstand =3 -2 =1).

, University of Applied Science

19
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Bestimmung von Grenzwerten

> Beispiel fur eine Definitionslicke in Form eines unendlichen Sprunges,
und zwar eines Pols mit Vorzeichenwechsel:

f:IR\{0}—IR mit x—>y=f(x):1

X
_ m Die Funktion stetig auf ihrem Definitionsbereich.
Graph:
’ m Betrachtung der Definitionslucke x, = O:

= Der Funktionswert existiert nicht, da die Funktion
an der Stelle x, = 0 nicht definiert ist.

= Der Grenzwert existiert ebenfalls nicht:

1 1
> 0 > —oo und 0 > 0
X X X—> X X—>

x< 0 x>0

(Exkurs: lim a =0 und lim a =0)

X—wo X X—>—0o X

= Damit ist die Funktion nicht stetig fortsetzbar.
= Der Sprung ist unendlich (Abstand nicht messbar).,,
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Bestimmung von Grenzwerten

> Beispiel fur eine Definitionslicke in Form eines unendlichen Sprunges,
und zwar eines Pols ohne Vorzeichenwechsel:

FIRV{0} IR mit x>y =f(x)=
X

Graph: m Die Funktion stetig auf inrem Definitionsbereich.
m Betrachtung der Definitionslicke x, = 0:

= Der Funktionswert existiert nicht, da die Funktion
an der Stelle x, = 0 nicht definiert ist.

= Der Grenzwert existiert ebenfalls nicht:

1 1

> > 00 > OO
X 2 x— 0 und x2 x—0

X x<0 x>0

Y,

= Damit ist die Funktion nicht stetig fortsetzbar.
= Der Sprung ist unendlich (Abstand nicht messbar).
21
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Bestimmung von Grenzwerten

» Bestimmung des Grenzwertes einer Funktion mit Hilfe von

B Grenzwertsatzen fur Zahlenfolgen (siehe Kapitel 3) oder
m allgemein gultigen ,Brucken® (siehe Kapitel 3) oder

m Regel von de I'Hospital:

= Der Grenzwert des Quotienten zweier differenzierbarer
Funktionen im Punkt x, (kann auch * « sein) - beide
Funktionen haben den Grenzwert Null (Typ % “) oder beide
Funktionen divergieren gegen + « (Typ =), ist gleich dem
Grenzwert des Quotienten der Ableitungen im Punkt x,, wenn

dieser Grenzwert existiert: f(x) - £(x)

= g(x) o gi(X)

22
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Bestimmung von Grenzwerten

> Beispiel fur die Regel von I'Hospital:

1
o Oy A %) 1
n () x—0 X x—0 1 x—0 (1+X)
1
n 20 im0 i X~ im L —o

23
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Bestimmung von Grenzwerten

» Konkretes Beispiel:
Rechts- und linksseitiger Grenzwert sind gleich;
Zahler und Nenner haben die gleiche Nullstelle;
es liegt eine Definitionslucke in Form einer Lucke vor:

m Losen, indem der Nenner ,weggekurzt® wird:

2
im X 7X=2 _ e =24 (x+1) = 2+1 = 3

X—2 X — 2 X—2 X — 2 X—2

m alternativ |0sen uber I'Hospital:

. X2 -x=2 L 2.X—1 2.2-1 3
lim = |im = - Y -3

X—>2 X—2 X—>2 1 1 1

24
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4.4.2 Ausgewahite Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Bestimmung von Grenzwerten

m Alternativ mit Hilfe von Nullfolgen den rechts- und
linksseitigen Grenzwert getrennt ausrechnen:

= Setze x:2+1 und x=2—1 mit N — o
n n

= FUr den rechtsseitigen Grenzwert ergibt sich dann bspw.:

p N\ University of Applied Scienc

1) 1
, (2+j —(2+)—2 a4+ 5 1,
. X" —=X-=2 n n o n n? n
lim 5 = |im 1 = |im 1
v e (2+j—2 o 2+ -2
n n
3 1 3 1 1
—+ — 4 — S — 3
= mP_n" _ jm PN T jm_—_N -2 _3
N— o0 1 n— oo 1 n n—oo 1
n n

25



Prof. Dr. Michael Biicker &, FH MUNSTER
.§’ University of Applied Sciences

Gliederung

4 Funktionen

4.1 Einfuhrendes Beispiel
4.2 Der Begriff der Funktion
4.3 Die Darstellung von Funktionen
4.4 Mathematische Funktionstypen
4.4.1 Mathematische Funktionstypen

4.4.2 Ausgewahlte Eigenschaften
mathematischer Funktionstypen

4.5 Okonomische Anwendungen
4.5.1 Einige wichtige okonomische Funktionen
4.5.2 Die Break-Even-Analyse



Prof. Dr. Michael Biicker

4.5.1 Einige wichtige okonomische Funktionen

» Produktionsfunktion

» Kostenfunktion

> Preis-Absatz-Funktion und Nachfragefunktion
» Erlosfunktion

> Gewinnfunktion

.§\\ FH MONSTER

/ University of Applied Sciences
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4.5.1 Einige wichtige ockonomische Funktionen

> Produktionsfunktion x =f(r) und Faktorverbrauchsfunktion r =f1(x):

= Ausbringungsmenge (x) als Funktion von der
Faktoreinsatzmenge (r) oder umgekenhrt

2
x=f(N=2-r" = r:(x) 1
2 4
» Kostenfunktion K(x):
Kosten = variable Beschaffungskosten + fixe Kosten
= Faktorpreis-Faktormenge -+ fixe Kosten
= 8 - (1 : xzj + 190
4
= 2-x*+190 28
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4.5.1 Einige wichtige okonomische Funktionen:
Produktionsfunktion vom Typ A (Ertragsgesetz)

Ausbrin- |
gungs-
menge
X

Ertrag bzw. Output

Nrchsohnittsertrag

., Faktorein-

satzmenge
r 29
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4.5.1 Einige wichtige okonomische Funktionen:
Kostenfunktion beim Ertragsgesetz

Kosten |

»

Gesamtkosten K+

.
.
.
.
.
4 o*
.
.
.
.
.
e

g
-“
“‘
“-
o
-“-
. .
. .
o* K
.
.
o
.
“-
.
.

totale Stuckkosten k

.
.
.
.
o
.
.
.
o
.
.
.
.
.
l“‘
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
A

variable Stuckkosten k|

> Menge
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4.5.1 Einige wichtige ockonomische Funktionen

> Preis-Absatz-Funktion (PAF):

Preis = f (Absatzmenge)
= p=100-0,5-x

Nachfragefunktion (als Umkehrfunktion der PAF):
Nachfragemenge =f' (Preis)
= x=200-2-p
» Erlos-/Umsatzfunktion:
Erlos = Preis - Menge
= (100-05-x) - x =100-x-05-x°

31
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4.5.1 Einige wichtige okonomische Funktionen:
Preis-Absatz-Funktion und Nachfragefunktion

Preis-Absatz-Funktion: Nachfragefunktion:
D, P=100-0,5-x X x=200-2-p
200 A
100 1 1007
100 200 X 100 P
Sattigungsmenge Prohibitivpreis
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4.5.1 Einige wichtige okonomische Funktionen

» Gewinnfunktion:
Gewinn = Erlose — Kosten
= (100-x-0,5-x*)—(2-x* +190)
= —-25-x*+100-x-190
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4.5.2 Die Break-Even-Analyse

» Fragestellung der Break-Even-Analyse:
m \Wann ist der Gewinn gleich null?
®m \Wann entspricht der Umsatz genau den Kosten?

» Pramissen der Break-Even-Analyse:
m Ein-Produkt-Unternehmen

m Produktionsmenge = Absatzmenge

m Konstanz der Daten im Zeitablauf
(Preis, fixe Kosten, variable Kosten usw.)

34
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4.5.2 Die Break-Even-Analyse

Im Beispiel:
Gewinn = Erlose — Kosten |: 0
= —25-x*+100-x-190 = 0
= X, =38 und x, =2
= p,;=81=PUG und p,=99 =POG
alternativ:
— Erlose ; Kosten

< 100-x-05-x> = 2-x*+190

FH MUNSTER
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4.5.2 Die Break-Even-Analyse

3.078 -

Erlose

36
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Jetzt folgt Kapitel 5:

Differentialrechnung I:

Funktionen mit einer
unabhangigen Variablen

Prof. Dr. Michael Bucker

FHZ, Raum C 521
michael.buecker@fh-muenster.de
+49(0)251/83-65615
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