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3.1 Einfuhrendes Beispiel
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> Ein Kapitalanleger legt 1.000 € fur 5 Jahre zu einem Zinssatz
von 10% in Fonds an. Unter Berucksichtigung der Zinseszinsen
betragt sein Guthaben am Ende des ersten Jahres 1.100 €, am
Ende des zweiten Jahres 1.210 €, am Ende des dritten Jahres

1.331 € usw.

Jahr n 5
Kontostand zum | 1,000 | 1.100 | 1.210 | 1.331 1.464,1 | 1.610,51
Jahresende [€]

Zinsen [€] 100 110 121 133,1 146,41
Zinsen kumuliert 100 210 331 4641 610,51
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3.1 Einfuhrendes Beispiel

Die Kontostande zum jeweiligen Jahresende bilden eine
(Zahlen)-Folge, ebenso die Zinsen:

(1.000, 1.100, 1.210, 1.331, 1.464,1, 1.610,51)
(100, 110, 121, 133,1,146,41)

Die kumulierten Zinsen bilden eine sogenannte (Zahlen)-Reihe,
d. h. eine Folge von Teilsummen:

(100, 100+110, 100+110+121 100+110+121+1331 ...)
e ~
100 210 331 464,1
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3.2 Der Begriff der Folge und Reihe

» Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man
eine Abbildung

f:A—>B mit n—>f(n) und AcIN und BcIR
Jedemn e Aist ein a,:=f(n) € B zugeordnet.

Man schreibt hierfur (a,),. oder (a4, a,, as, ...) und nennt a, das
n-te Glied der Folge.

> Kurz:

(a nelN — a’l’ aZ’ aS’ no ")neIN

—= \[/~

Folge Glieder der Folge
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3.2 Der Begriff der Folge und Reihe

> Folge:

(Anhen = (A4, @y, @3, .., Ap,y - )naiN

> n-te Partialsumme:

n
S,=a,+a,+a;+t..+a, =) a
i=1
> (unendliche) Reihe:

= Folge der Partialsummen

(Snhnein = (Zn: aij
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3.2 Der Begriff der Folge und Reihe

> Alternierende Folge (Reihe):

Eine Folge (Reihe) heildt alternierend, wenn die Glieder
abwechselnd positiv und negativ sind.

z.B. (a,)heny = (a4, @5, @3, ...) Mita,;>0, a,<0, a;>0 usw.

Konkrete Beispiele: Bildungsgesetz:

(@n). = (+1, =1, +1, =1, +1,...) mit an =

(@n), = (-1, +2, -3, +4, -5,...) mit ap=

10
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen

» Einfuhrung: Der kleine Gaul}

m Als neunjahriger Schuler erhielt
Carl Friedrich Gaul} folgende
Aufgabe von seinem
Mathematiklehrer:

1+2+3+4+5+...4100 = ?

m In Sekundenschnelle schrieb
Gaul} die Losung an. Welche?

Toeniinote

DEUTSCHE MARK

m Die Folge der Zahlen bilden eine
arithmetische Folge:

(@n)n= (1,2, 3,4,5,...)

e, DEUTSCHE BUNDESBANK
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen

» Losung: Der kleine Gaul}

1+ 2+ 3+ 4+ 5+ ...+ 99 +100 = 5.060
100 + 99 + 98 + 97 + 96 + ... + 2 + 1= 5.050

101 + 101 + 101 + 101 + 101 + ... + 101 + 101 = 10.100

» Allgemeine Formel (Gauly'sche Summenformel):

n-(n+1)
2

1+ 2 +3 +..4+n-=

13
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
> Geometrische

1 ]

Darstellung der
Gauld'schen 2 i =
Summenformel: N N | []
" 0 ‘S N B ]

+2+...+
sHHE BN =
_ 10-(10+1) sHHHENER C
2

" 'AHEEHEN _
= 55 [Kastchen] 8 . . . . . . . .
‘s B B B B BN BN ]

n=100 BT I HEEENENE
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen

» Arithmetische Zahlenfolge:

Eine Zahlenfolge, bei der die Differenz zweier beliebiger
benachbarter Glieder konstant ist, heil3t arithmetische Folge.

.= (3d € IR)(Vn e IN)(a,.,—a,=d)

> n-tes Glied einer arithmetischen Zahlenfolge:

a,=a,+(n-1)-d

> n-te Partialsumme einer arithmetischen Reihe:

n-(n—1)

s, = n-a, + -d =

n g-(Z-a1+(n—1)-d): g'(aﬂLan)

15
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen

Beispiel fur eine arithmetische Zahlenfolge:
(1, 3, 5, 7, 9, 11, ...)

e e SR R
a;a,as a, as ag

Esqgilt: a,=1
d =a.,-a,=2

Die einzelnen Glieder der Zahlenfolge berechnen sich wie folgt:

ar =1

a =1+ 2 =3 =a + 1-d
a3:1+2+2 :5=a1+2-d
as =1+2+2+2=7=a + 3-d

an =1+ (n=1)-2 = a; + (n-1)-d

16
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen

Beispiel fur Bildung der n-ten Partialsummen (arithmetische Reihe):
= Zugrunde liegt die arithmetische Zahlenfolge:

(1, 3, 5, 7, 9, 11, ...)
— - - — - -
a a, as ay as ag
a, a+d a+2d a,+3d a,+4d a,+5od
S1 = dai
s; = ar + (a1 +d) = 2-a1 + 1-d
S3 = a1 + (a1+d) + (a1+2-d) = 3-a1 + 3-d
sS4 = a1 + (@ar+d) + (@ +2-d) + (@1 +3-d) = 4-a4 + 6-d
Sn = = n'a1+n.(g_1)'d

Arithmetische Reihe: (1, 4, 9, 16, 25, 36, ...) '
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen

» Herleitung der n-ten Partialsumme der arithmetischen Reihe:

s, =a,+a,+..+a

i=1 i=1
= n-a, +d- n (i—1)=
i=1
= n-a,+d-—-(n-1) = g-(Z-a1+(n—1)-d)
= i (a1+an)

18
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen: Beispiel

> Ein Kapitalanleger legt 100 € far volle 10 Jahre zu einem Zinssatz von
10% in Fonds an. Unter Berlcksichtigung der Zinsen ohne Zinseszins
betragt sein Guthaben nach einem Jahr 110 €, nach zwei Jahren 120 €

USW.

... Jahren

heute nach

oder

z. B. zum 31.12.
Kontostand zum

0
1

1
2

2

3

3
4

4
5

5
)

6
7

7
8

2024 2025 2026 2027 2028 2029 2030 2031

8
)

9
10

10
11

2032 2033 2034

Zinsen) [€]

Jahresende ohne 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100
Zinsen [€]

jahrliche Zinsen [€] 10 | 10 | 10 | 10 { 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10
Zinsen kumuliert [€] 10 [ 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 ([ 100
gesamt (Kontostand

zum Jahresende inkl. | 100 | 110 | 120 | 130 | 140 | 150 | 160 [ 170 | 180 | 190 | 200
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen: Beispiel

Die Kontostande zum jeweiligen Jahresende, die Zinsen sowie
die Kontostande gesamt bilden (arithmetische Zahlen-)Folgen:

(100, 100, 100, 100, ...) (d=0)
(10, 10, 10, 10, ...) (d=0)
(100, 110, 120, 130, ...) (d=10)

20
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3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen: Beispiel

» Fur die Berechnung der Kontostande gesamt
zum Jahresende ist d=10.

Der Kontostand gesamt (also inkl. Zinsen) nach 10 Jahren
entspricht dem 11. Glied dieser arithmetischen Zahlenfolge:

a1 = a1 + (11-1)-10 = 100 + 10-10 = 200

» Andere Formel zur Berechnung des Kapitals K, nach n Jahren
(Verzinsung einer Einmalzahlung K, ohne Zinseszins):

Kn = Ko + Kog-Zinsatz-n, nelN
Fur das Beispiel (Zinssatz 10%, Einmalzahlung 100 €):
Kio = 100 + 100-10%-10 = 200

21
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3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen

» Geometrische Zahlenfolge:

Eine Zahlenfolge, bei der der Quotient zweier beliebiger
benachbarter Glieder konstant ist, heil3t geometrische Folge.

= (Aq e IR0} (Vn e IN)( a”; =q)

> n-tes Glied einer geometrischen Zahlenfolge:

d,=4dq ( -1

» n-te Partialsumme einer geometrischen Reihe:

a1-1_q , falls q=1
Sn:< 1—q
a;-n : falls q=1

23
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3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen

Beispiel fur eine geometrische Zahlenfolge:
(1, 2, 4, 8, 16, 32, ...)

i el Ve R
a;a, a; a, as ag

dn+
Esgilt: a;,=1 und Q= n

dn

Die einzelnen Glieder der Zahlenfolge berechnen sich wie folgt:

a1 = 1

a, =12 =1.2" =2=a-q
as =1-2.2 =1.2%2 =4=a;y-0¢°
ag =1-2.2.2=1.2> =38 q°
an = =1. 2" q

24



Prof. Dr. Michael Biicker FH MUNSTER

3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen

Beispiel fur Bildung der n-ten Partialsummen (geometrische Reihe):
= Zugrunde liegt die geometrische Zahlenfolge:

12 4 8 18, @)
d1 a as aa as as

1 2 3 4 5
d1 d1-(Q d1-(Q d1-(Q d1-(Q d1-(Q

S1 = di

s, = a1+ (a1-q)

s3 = a1 +(a1-q)+lar-q’

Sy = a1+(a1.q)+Ea1-q2;+(a1-q3)

sn = a1+ (a -q)+(a1 -q2)+(a1 -q3)+...+(a1 -q”‘1) = ag- =4
Geometrische Reihe: (1, 3, 7, 15, 31, 63, ...) 25
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3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen

» Herleitung der n-ten Partialsumme der geometrischen Reihe:

n n
. i—1
S, = a;+a,+..+a, = Y a = > a;-q
=1 i=1
. 2 n—2 n—1
Sn — a1 + a1°q + a1'q + anw + a1°q + a1'q
. 2 n—-2 n—1 n
Sn'q — a1'q + a1'q + .-nn + a1'q + a1'q + a1’q

n
Sh=Svq9 = a4 — a4-¢

s,-(1-q) = a,-(1-q")

26
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3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen: Beispiel
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> Ein Kapitalanleger legt 100 € fur volle 10 Jahre zu einem Zinssatz
von 10% in Fonds an. Unter Berucksichtigung der Zinsen mit
Zinseszins betragt sein Guthaben nach einem Jahr 110 €,

nach zwei Jahren 121 € usw.

oder heute nach ... ... Jahren

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M

2 B.zum 31.12. 2024 2025 2026 2027 2028 2029 2030 2031 2032 2033 2034
Kontostand zum

Jahresende inkl. 100 | 110 | 121 | 133 | 146 | 161 | 177 | 195 | 214 | 236 | 259

Zinsen [€]
jahrliche Zinsen [€] 10| 11|12 |13 | 15| 16 | 18 | 19 | 22 | 23
Zinsen kumuliert [€] 10 | 21 | 33 | 46 | 61 | 77 | 95 | 114 | 136 | 159

27
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3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen: Beispiel

Die Kontostande zum jeweiligen Jahresende und die Zinsen
bilden (geometrische Zahlen-)Folgen:

(100, 110, 121, 133, ...) (g=1,1)
(10, 11, 12, 13,15, ...) (g=1,1)

28
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3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen: Beispiel

» Fur die Berechnung der Kontostande gesamt zum Jahresende
gilt g=1,1.

Der Kontostand gesamt nach 10 Jahren entspricht dem 11. Glied
dieser geometrischen Zahlenfolge:

apr = ar-1177"2100-11" ~ 259

» Andere Formel zur Berechnung des Kapitals K, nach n Jahren
(Verzinsung einer Einmalzahlung K, mit Zinseszins):

Kn = Ko - (1+Zinsatz)' , nelN

Fur das Beispiel (Zinssatz 10%, q = 1,1, Einmalzahlung 100 €):
Kio = Ko - (1+01)"° = 100-11" ~ 259 ’
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3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen

» Weiteres Beispiel: Sparplan/(nachschussige) Rentenrechnung:
jahrlich gleich bleibende Einzahlung a,; am Jahresende,
Verzinsung mit Zinseszins

Berechnung des Kapitals K nach n Jahren, g = 1+ Zinssatz:

K, =a,+a,-q+a,-q° +...+a,-q""
—a,-(1+q+q° +...+q"")

N
Geometrische Reihe

Mit Anwendung der Formel fur die n-te Partialsumme einer
geometrischen Reihe kann man schneller rechnen:

1_ n
K =a,-—3 | nelN

1-q

30
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3.5.1 Der Begriff der Konvergenz und Divergenz

» Gibt es zu einer Folge (a,) eine reelle Zahl a so, dass sich zu
jeder noch so kleinen Zahl € > 0 eine naturliche Zahl n, so finden

lasst, dass

la,—al< e firallen>n,

gilt, so heildt a Grenzwert der Zahlenfolge (a,), und man nennt
die Zahlenfolge konvergent mit dem Grenzwert a.

Man schreibt: |lim a, = a

n— o

> Mathematisch:
(FaelR) (ve>0) (3n,eIN) (vn=n,) (la,—al<e)

33
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3.5.1 Der Begriff der Konvergenz und Divergenz

> Ein Beispiel fur eine konvergente Zahlenfolge:

@ =(2+ D)oo mit lim (2+1) =2

n N — oo

In diesem Beispiel bedeutet (fir alle noch so kleinen ¢ )
(FaelR) (ve>0) (In,eIN) (vn=n,) (la,—al<e)

z. B. fire=0,1: (vn>11) (la,-21<0,1)
1o 2 21

34
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3.5.1 Der Begriff der Konvergenz und Divergenz

N

Konvergent: Folge o > Konstante
(genau ein Haufungspunkt)

N

Divergent: Folge o > £ oo oder gegen
mehr als einen Haufungspunkt

> (a,),.n konvergent = (a,)hen DEschrankt

> (a,),on monoton und beschrankt = (a,),.n konvergent
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3.5.2 Grenzwertsatze

> Es sei:
ima,=a , im b, =Db
N— 00 n—o0
» Dann gilt:
1.lim(a,+ b ) = lima_=+Ilimb,
N—0o0 N—0o0 N—0o0
2.lim(c-a,) = c-lima_, = c-a
N—00 n—o0

3.lm(a,-b,) = (lma, )-{limb, )

N—a0 N—o0

4. Es sei zusatzlich b = 0.
Dann qilt:

N—>oo

athb

NN FH MUNSTER
.\\ University of Applied Sciences
N y of App

36
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3.5.2 Grenzwertsatze

1
> Beispiele: ( lim3"=1 |, lim 1:O )

N—0o0 N—0o0 n

(1 1 1 1
zu1.: lim S”i—jzlimS”ilim—:1iO:1
N

N—0o0 . n—o0 n—>o N

(o1 1
zu 2.: lim 2-3”j =2-lIm3"=2-1= 2

n—)oo\ N—o0
T 1 1
zu3.: lIm| 3" .-—|=] Im 3" -(Iim— j =1.0=0
n—oo n N—o0 N—o0 n
1 .1
— lim — 0
Zu 4. Iim% = n1 = r =0
3" |im 3" .
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3.5.3 Bestimmung der Grenzwerte von
konvergenten Folgen und Reihen

» Bestimmung des Grenzwertes einer konvergenten Folge oder
Reihe mit Hilfe von:

m Grenzwertsatzen (siehe vorherige Seite)
oder

m allgemein gultigen ,Brucken® (siehe nachste Seite)

oder

m Regel von I'Hospital (unter bestimmten Bedingungen,
siehe Kapitel 4)

38



Prof. Dr. Michael Biicker &, FH MUNSTER
§ University of Applied Sciences

N/

3.5.3 Bestimmung der Grenzwerte von
konvergenten Folgen und Reihen

,Brucke"
,hochste Potenz ,hochste Potenz ,hochste Potenz
im Zahler” im Nenner” sowohl im Zahler als
auch im Nenner”
a_1—n2 4 - 2N , _ 3n-2
" 34+2n " 1-2n° T 1-2n | Kt
Unbekannten
— + — 0 — Koeffizient

(hier -3/2 )

39
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3.5.3 Bestimmung der Grenzwerte von
konvergenten Folgen und Reihen

> Die drei Beispiele ausfuhrlich:

2 n- 1—n
1-n n

1
SRl n-(3+2j i + 2

.§\\ FH MONSTER

, University of Applied Scien

n
5 ) D
5n 4 N B n 0 _ 0
1_2n2_ 2/1 " _1_2 nosow _2_
( 2 2
n-|3 — — _ =
3n-2 _ "{ n) % 3 3
j l:]] 5 n—oo ) 2

ces
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3.5.3 Bestimmung der Grenzwerte von
konvergenten Folgen und Reihen

» Grenzwert der geometrischen Reihe furn — «

und |qg | < 1:
ims = lima,.——3 —g._ 1
n— o n— oo 1_q 1_q

> Exkurs: Eulersche Zahl e

lim (1+1j = e = 2,/182818...

N—oo n



Prof. Dr. Michael Biicker

.§\\/ FH MONSTER

University of Applied Sciences

Jetzt folgt Kapitel 4:

Funktionen

Prof. Dr. Michael Biicker

FHZ, Raum C 521
michael.buecker@fh-muenster.de

+49(0)251/83-65615
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