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2.1 Einfuhrendes Beispiel

> Beispiel: Lineare Gleichungen

Auf den Maschinen M, und M, stellt ein Betrieb die Produkte P,
und P, her. Zur Herstellung einer Mengeneinheit (ME) des
Produktes 1 werden 1 Zeiteinheit (ZE) auf Maschine 1 und 3 ZE
auf Maschine 2 benotigt, zur Herstellung einer ME des Produktes
2 werden 4 ZE auf Maschine 1 und 2 ZE auf Maschine 2
benotigt.

Die maximale Kapazitat der Maschine 1 betragt 60 ZE, die der
Maschine 2 ist 80 ZE.

Bestimmen Sie dasjenige Fertigungsprogramm x,, X, (x; sei die
Anzahl der herzustellenden Mengeneinheiten des Produktes P.),
bei dem samtliche Maschinen voll ausgelastet sind!
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2.1 Einfuhrendes Beispiel

» Lineares Gleichungssystem (2 Gleichungen mit 2 Unbekannten):
Maschine1: 1.x, + 4-x, = 60

Maschine2: 3-x, + 2-x, = 80
» Losung: x4 = 20, x, =10

> ,Matrizenschreibweise” des linearen Gleichungssystems:

e R
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2.2 Matrizenrechnung

2.2.1 Grundlagen der Matrizenrechnung

2.2.1.1 Der Begriff der Matrix
2.2.1.2 Hauptdiagonale und Nebendiagonale

2.2.1.3 Spaltenvektor und Zeilenvektor
als Sonderfalle von Matrizen

2.2.1.4 Transponierte einer Matrix

2.2.1.5 Spezielle Matrizen:
Quadratische Matrix, Symmetrische Matrix,
Diagonalmatrix, Einheitsmatrix, Dreiecksmatrix

2.2.2 Rechenoperationen mit Matrizen



Prof. Dr. Michael Biicker &, FH MUNSTER
.§’ University of Applied Sciences

2.2.1.1 Der Begriff der Matrix

> Matrix:

= Eine rechteckige Anordnung reeller Zahlen mit m Zeilen und
n Spalten heildt (mxn)-Matrix (sprich: m Kreuz n Matrix).
Haufig verwendet man das Symbol A oder andere
Grol3buchstaben.

Z. B.:

8 4 1 N
Az = £ 5 3 oder allgemein: A, , =

a11 a12 a13 :|
a21 a22 a23

= a; heildt das in der i-ten Zeile und j-ten Spalte stehende Element
dieser Matrix.
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2.2.1.1 Der Begriff der Matrix

» Allgemein formuliert man:

d, dqp ... dy,
az1 a22 a2n
Amxn —
| am1 am2 amn _

> Sind alle Elemente a; der Matrix gleich null (a; = 0),
dann handelt es sich um eine Nullmatrix. Man schreibt: O,
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2.2.1.2 Hauptdiagonale und Nebendiagonale

» Diagonalen einer Matrix:

diy 843 ... 843 —— Nebendiagonale
a21 a22 a2n
Amxn —
i am1 am2 amn___
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2.2.1.3 Sonderfalle von Matrizen

> Eine (mx1)-Matrix heil3t Spaltenvektor.

(1)
zB. a=| 2

4 )
» Eine (1xn)-Matrix nennt man Zeilenvektor

zB. b=(3 2 6)

11
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2.2.1.4 Transponierte einer Matrix

» Transposition:

m Vertauscht man Zeilen und Spalten einer Matrix, so erhalt
man die transponierte Matrix.

m Aus einer Matrix A, mit den Elementen a; erhalt man
durch Transponieren eine neue Matrix B, mit b; = a;.

m Die zu A, transponierte Matrix hei8t: Al =B__

mxn

m Es gilt: (A7) = A

mz B.: } )
8 4 1 8 9
Aoys = = Al3=Bgo=|4 2
5 2 3 1 3

12
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2.2.1.5 Spezielle Matrizen

» Quadratische Matrix:

m Gilt m = n (Zeilenzahl = Spaltenzahl), dann handelt es sich um eine
quadratische Matrix, z.B. A;,3 oder B,,, etc.

m Man spricht auch von einer n-reihigen Matrix.

» Symmetrische Matrix:
B Eine quadratische Matrix heil3t symmetrisch,
wenn fur alle i, j gilt: a; = a;
» Diagonalmatrix:

m Eine quadratische Matrix heifl3t Diagonalmatrix,
wenn fur alle i, jmit i = j gilt: a; = 0

13
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2.2.1.5 Spezielle Matrizen

> Einheitsmatrix:

m Eine Einheitsmatrix ist eine Diagonalmatrix,
wobei fur alle i = j gilt: a; = 1

m Die Einheitsmatrix wird mit dem Buchstaben E bezeichnet: E,,,,

nxn

M

I
O O O O -~
o O O ~ O
o O ~ O O
-~ O O O O

m Man spricht auch von einer n-reihigen Einheitsmatrix, ihre
Spaltenvektoren heilden kanonische Einheitsvektoren des IR".

14
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2.2.1.5 Spezielle Matrizen

> Dreiecksmatrix:

m Eine quadratische Matrix, deren samtliche Elemente unterhalb
(oberhalb) der Hauptdiagonalen gleich Null sind, heil3t obere
(untere) Dreiecksmatrix.

Obere Dreiecksmatrix: Untere Dreiecksmatrix:
a; =0 furalle i>]j a; =0 furalle i<]
z.B. ) z.B. i )
1 2 6 0 O
A=10 1 B =|2 0
0 03 17 4

University of Applied Scienc

15
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2.2 Matrizenrechnung

2.2.1 Grundlagen der Matrizenrechnung

2.2.2 Rechenoperationen mit Matrizen

2.2.2.1 Addition und Subtraktion von Matrizen
2.2.2.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Skalarfaktor

2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

2.2.2.4 Die Inverse einer quadratischen Matrix
und ihre Eigenschaften

16



Prof. Dr. Michael Biicker FH MUNSTER

2.2.2.1 Addition und Subtraktion von Matrizen

> Addition und Subtraktion von Matrizen:

m Es konnen nur Matrizen miteinander addiert bzw.
voneinander subtrahiert werden, die die gleiche Anzahl von
Zeilen und die gleiche Anzahl von Spalten aufweisen.

m Jedes Element von A wird mit dem korrespondierendem
Element von B addiert. Die Subtraktion erfolgt analog.

mzB.

3
4
1

5
2
3

~ N -

g w N

OO O O

c O1 N

17



Prof. Dr. Michael Biicker -
.\\\ FH MUNSTER

2.2.2.1 Addition und Subtraktion von Matrizen

» Weitere Rechenregeln fur die Matrizenaddition

1. Kommutativgesetz:

Amxn + Bmxn — Bmxn + Amxn
2. Assoziativgesetz:
(Amxn + Bmxn) + men — Amxn + (Bmxn + men)

3. Transposition:

(A +B )Y =A" + B

mxn mxn ) mxn mxn

p N\ University of Applied Scienc

18
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2.2.2.2 Multiplikation von Matrizen
mit einem Skalarfaktor

» Vorgehensweise bei der
Multiplikation einer Matrix mit einem Skalarfaktor
(d.h. Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl) :

m Jedes Element der Matrix wird mit dem Skalarfaktor
multipliziert.

mzB.

y e
2.14 2|=|8 4
_13_

19
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2.2.2.2 Multiplikation von Matrizen
mit einem Skalarfaktor

» Rechenregeln fur die Multiplikation einer Matrix
mit einem Skalarfaktor (A, A,: Skalarfaktoren)

1. 0-A_. =0

mxn

2. (7”1 7\‘2) : Amxn — }“1 ) (7”2°Amxn)

3. }‘“'(Amxn T Bmxn) = }VAmxn T K'Bmxn
4. (7‘1 +7‘“2)'Amxn — k1 'Amxn + }‘2 'Amxn
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

» Formale Vorgehensweise zur Matrizenmultiplikation:

Jede Zeile von A wird mit jeder Spalte von B multipliziert:

P Cqo
A A

( A4 \
{311 a12} . |:b11 b12} . {311'b11+a12'b21 a11'b12+a12'b22}

\

dyy Ay b21 b22 dyy ’b11 +ay,, ’b21 dyy 'b12 +ay, 'b22
N y J y )
Co1 Coo

Voraussetzung ist somit, dass eine Zeile der Matrix A genauso
viele Elemente besitzt wie eine Spalte der Matrix B.

21
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

» Falksches Schema zur Matrizenmultiplikation:

Matrix B
1 1
1 2
Cax2 = Aszxs ‘Baxo 3 1
-/
= Matrix A Matrix C
1 3 2 10 9
0O 1 2 /7 4
1T 1 1 5 4
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

> Beispiel fur die Multiplikation von Matrizen:

= Eine Matrix As,, soll mit einer Matrix B,,, multipliziert werden.
Voraussetzung ist wiederum, dass die Anzahl der Spalten von
A mit der Anzahl der Zeilen von B ubereinstimmt (im Beispiel
= 2). Es entsteht eine neue Matrix C,,,.

247 ., [10 16 12 12°
32[ }: 7 12 14 10
_13_

¢ 312 711 7 8 |

23
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

> Beachte:

m Das Kommutativgesetz gilt hier NICHT!
Das bedeutet:

A-B = B-A

Ry
RN
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

» Rechenregeln fur die Matrizenmultiplikation:

. Enxm - Amxn = Amxn = Amxn - Enxn
(Amxn ' anp)' Cpxq = Amxn ' (anp ’ Cpxq)
nxr T Cnxr): Amxn * Brxr + Amxn © Crxr
(Amxn T Bmxn)' Cnxr = Amxn ' Cnxr T Bmxn ' Cnxr
4. A (Amxn ' anr) = (7‘ - Amxn ) B = Amxn (7‘“ Brxr )
S. (Amxn ' anr)T = Br-lw-xr ' A-r;xn

>
3
Pa
-
~~

o

25
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

> Beispiel fur Rechenregel 1:

1 2 3 1 0 0 1
1 0 2 0 1 0/|=]1
11 4] [0 0 1] |1
1 0 0] [1 2 3] [1
0 1 0 1 0 2|=|1

, University of Applied Sciences

.§\\ FH MONSTER
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

» Zweites Beispiel fur Rechenregel 1:

2 3 1 100 2 3 1
{514] 0 10 :{514}
00 1

o llsral- it e

27
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

» Beispiel und inhaltliche Interpretation:

Ein Unternehmen produziert zwei verschiedene Enderzeugnisse
E, und E, aus drei Zwischenprodukten Z4, Z, und Z,.

Die Zwischenprodukte werden wiederum aus vier Rohstoffen
R4, Ry, Rz und R, hergestellt.

Der nachfolgende Gozinto-Graph (Vazsonyi) verdeutlicht den
zweistufigen Fertigungsprozess. Die Zahlen an den Pfeilen geben
die Produktionskoeffizienten an, also die Einheiten eines
Rohstoffes (bzw. eines Zwischenproduktes), die zur Herstellung
eines Zwischenproduktes (bzw. Enderzeugnisses) benotigt werden.

28
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

> Beispiel und inhaltliche Interpretation: Gozinto-Graph

[11]

[6]

[6]

[13]

29
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

» Beispiel und inhaltliche Interpretation: Produktionsmatrizen

MatrixA | Z, Z, Z, Matrix B | E;, E, Matrix C | E, E,
R, 2 3 0 Z, 1 0 R, 8 3
R, o 1 1 Z, 2 1 R, 2 4
R, 0O 0 2 Zs 0O 3 R; 0O 6
R, 1 0 4 R, 1 12

A-B=C

Anmerkung:

Sind in Matrix A oder B Zeilen und Spalten vertauscht, so muss die

entsprechende Matrix zunachst transponiert werden!
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

> Beispiel und inhaltliche Interpretation:

= Wie viele Rohstoffe R4, R,, R3 und R, werden bendotigt, um jeweils
eine Einheit der Enderzeugnisse E, und E, herzustellen?

8 3 11 | von R,

0[1}: 2 4 .{1}: 6 von R,
1 0O © 1 6 von R,

1 12 ] 13 | von R,

31
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

> Beispiel und inhaltliche Interpretation: Gozinto-Graph
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

> Beispiel und inhaltliche Interpretation:

= Wie viele Rohstoffe R4, R,, R3 und R, werden bendtigt,
um 10 Einheiten von E; und 20 Einheiten von E, herzustellen?

8 3 140 von R;

C[1O}: 2 4 [10}: 100 von R,
20 0 6 20 120 von R,

1 12 ] | 260 | von R,

33
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2.2.2.4 Die Inverse einer Matrix
und ihre Eigenschaften

» Inverse Elemente bei der Multiplikation von Zahlen:

1

3.37 = 3-? = 1

> Fur die zur Matrix A inverse Matrix A1 gilt (ahnlich wie oben):
A-A"=E und A".A =E
> Die Division von Matrizen ist nicht definiert:

% Ist nicht definiert !

34
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2.2.2.4 Die Inverse einer Matrix
und ihre Eigenschaften

> Beachte:

m Die inverse Matrix ist nur fur quadratische Matrizen definiert!
m Nicht jede quadratische Matrix hat eine Inverse.

Die Matrix { (1) 8 } hat keine Inverse.

m Sind zwei Matrizen A und B zueinander invers, so lasst sich dieser
Sachverhalt durch Multiplikation der beiden Matrizen uberprufen:

A-B=E
Beispiel:

A=10 2 0 B=|0 12 0 A-B=]0 1 O
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2.2.2.4 Die Inverse einer Matrix
und ihre Eigenschaften

» Rechenregeln:

A" mit celR und c#0
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

2.3.1
2.3.2

2.3.3

2.34
2.3.5
2.3.6
2.3.7

Der Begriff des linearen Gleichungssystems

Grundlagen sowie Kriterien fur die Losbarkeit
linearer Gleichungssysteme

Aufstellung und Losung linearer Gleichungssysteme
dargestellt an einem einfachen Beispiel
mit zwei Unbekannten und zwei Gleichungen

Gaul-Algorithmus und vollstandiges Eliminationsverfahren
Losbarkeit und Rang einer Matrix
Losung mittels Matrixinversion

Anwendungsbeispiele
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2.3.1 Der Begriff des linearen Gleichungssystems

» Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit
m Gleichungen und n Losungsvariablen x;, ..., X,

(1) di1:- X1 + A2 X2 + ... + A Xp = b1
(2) do1-X1 + do2-Xo2 + ... + AonXn = b2

(m) am1°X1 + am2'X2 + ... + amn'Xn — bm

mit (Vie{l,...m}je{l...,n})(a;eIR AbielR)
> Kennzeichen:

= Alle LOsungsvariablen (= Unbekannten) treten nur
in der ersten Potenz auf.

= Alle LOsungsvariablen (= Unbekannten) sind nur additiv verknupft.

» Die (konstanten) Zahlen a,,, ..., a,,, heilden Koeffizienten, die
Zahlen b, ..., b, heil3en rechte Seiten des Gleichungssystems.  ss
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2.3.1 Der Begriff des linearen Gleichungssystems

» Zwei Aufgaben im Zusammenhang mit linearen
Gleichungssystemen in der ckonomischen Praxis:

m Aufstellen eines linearen Gleichungssystems aus einem
okonomischen Sachverhalt heraus

m LOosung des aufgestellten linearen Gleichungssystems
mittels eines bestimmten Algorithmus

39
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

2.3.1 Der Begriff des linearen Gleichungssystems

2.3.2 Grundlagen sowie Kriterien fur die Losbarkeit
linearer Gleichungssysteme

2.3.2.1 Homogene und inhomogene Gleichungssysteme
2.3.2.2 Widerspruche in einem linearen Gleichungssystem
2.3.2.3 Lineare Abhangigkeit von Gleichungen

2.3.3 Aufstellung und Losung dargestellt an einem Beispiel
2.3.4 Gauld-Algorithmus und vollstandiges Eliminationsverfahren
2.3.5 Losbarkeit und Rang einer Matrix

2.3.6 Losung mittels Matrixinversion

2.3.7 Anwendungsbeispiele
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2.3.2.1 Homogene und inhomogene
Gleichungssysteme

» Lineares Gleichungssystem:

(1) a,;'X, + a,-X, + ..+ a, -x, =D,
(2) 321 ° X1 + 822 ‘ X2 + .- + azn ° Xn —_ b2
(m) am1 ° X1 + am2 ° X2 + - + amn ‘ Xn —_ bm

= Das Gleichungssystem heil3t homogen, wenn fur alle b, gilt:
b,=0miti=1, 2, ..., m.

= Ist ein b; ungleich null, so spricht man von einem
inhomogenen Gleichungssystem.

p N\ University of Applied Scie

nces
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2.3.2.2 Widerspruche
in einem linearen Gleichungssystem

» Das inhomogene lineare Gleichungssystem darf keinen
Widerspruch enthalten.

Das nachfolgende Gleichungssystem besitzt einen
Widerspruch:

(1) 2-x, + x, =4
(2) 2-x, + X, =7

42
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2.3.2.3 Lineare Abhangigkeit von Gleichungen

» Soll das inhomogene lineare Gleichungssystem eindeutig l[osbar

sein, muss die Zahl der linear unabhangigen Gleichungen gleich
der Zahl der Losungsvariablen sein!

» Das folgende Gleichungssystem ist linear abhangig:
(3) ergibt sich als Summe aus (1) und (2),
also als sogenannte Linearkombination aus (1) und (2)!

(1) X, + 2:%X, — X3 =10

(2) 2-x, — X, + 2-x, =20
(3) 3:x;, + X, + %X, =30

43
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2.3.2.3 Lineare Abhangigkeit von Gleichungen

» Linear unabhangige Vektoren:

m Die m Zeilenvektoren a; (miti=1, ..., m) heil3en linear
unabhangig, wenn sich der Nullvektor O nur als triviale
Linearkombination dieser Vektoren darstellen lasst:

S-8=0 = =0 fir alle i=1,..,m
i=1

m Die n Spaltenvektoren a; (mitj=1, ..., [1) heilden linear
unabhangig, wenn sich der Nullvektor 0 nur als triviale
Linearkombination dieser Vektoren darstellen lasst:

ZKj'éjZ(_j — KJZO far alle j:1,...,n

=1

44
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

2.3.1
2.3.2
2.3.3

2.34
2.3.5
2.3.6
2.3.7

Der Begriff des linearen Gleichungssystems
Grundlagen sowie Kriterien fur die Losbarkeit

Aufstellung und Losung dargestellt an einem einfachen
Beispiel mit zwei Unbekannten und zwei Gleichungen

2.3.3.1 Das Beispiel
2.3.3.2 Graphische Losung des Beispiels
2.3.3.3 Rechnerische Losung des Beispiels

Gauli-Algorithmus und vollstandiges Eliminationsverfahren
Losbarkeit und Rang einer Matrix
Losung mittels Matrixinversion

Anwendungsbeispiele
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2.3.3.1 Das Beispiel

> Ein Student mochte seinen Konsum an Schokoriegeln und stf3en
Kaltgetranken bestimmen. Ein Schokoriegel kostet 0,50 € und ein
Kaltgetrank 1,00 €. Ein Schokoriegel enthalt 200 Kalorien, ein
Kaltgetrank hingegen nur 100 Kalorien. Der Student hat ausgerechnet,
dass er wahrend der Vorlesungszeit pro Tag seinem Korper maximal
800 Kalorien uber Kaltgetranke und Schokoriegeln zufihren darf.
Der Student hat ein tagliches Budget von 5 €.

Wie viele Schokoriegel und wie viele Kaltgetranke darf der Student am
Automaten ziehen?

» Symbole:

X4: Anzahl Schokoriegel
Xo: Anzahl Kaltgetranke

46
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2.3.3.2 Graphische Losung des Beispiels

X2, Lineares Gleichungssystem:

8 - L 050:x, +1x, =5

7 A I = X2 =5 - 0,50'X1

6 - I 200-x, + 100-x, = 800

5 . Y= XZ = 8 — 2°X1

4 -

3 -

5 -

1 -

v

10 11 12 X,
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2.3.3.3 Rechnerische Losung des Beispiels

Lbsungsverfahren fir ,einfache” lineare Gleichungssysteme

Gleichsetzungsverfahren . X, =5 - 0,50-x,
l. und Il. gleichsetzen: Il. X, = 8 — 2-X
= 5 -050-x; =8 - 2:-x,

Einsetzungsverfahren |

. X2 :5_0,5OX1
z.B. I.in Il. einsetzen: Il 2:-Xy + X, = 8

= 2-x; + (6 -050-x,) = 8

Additionsverfahren
z.B. |. von Il. subtrahieren:

=95
= 150X, = 3
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2.3.3.3 Rechnerische Losung des Beispiels

» Exkurs:
Allgemeine rechnerische Losung fur den einfachen Fall
(Einsetzungsverfahren):

I. a11‘X1 + a12’X2 — b1

FH MUNSTER
University of Applied Sciences
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2.3.3.3 Rechnerische Losung des Beispiels
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dq1 dq 1
a a,.-a
21° D1 (822 Ay 12) , = b,
dq1 dq 1
dp "811 — 321‘5'12,)(2 _
dq 1
X2 -
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2.3.3.3 Rechnerische Losung des Beispiels

in | x1_&—ai-x2

RN dqq

_ by ap  ag-by — ay-by
Aqq dqq dpp-dqq — dpq-ap

_ biraxp-ayy —byray-a, - ag-an by — agy-ay b

dqq -8 "8qq — 8qq-8dy1-dq

_ byrayp-ag; - agg-ay by

dqq-dp aAqq — dqq-38yq-dqy
X; = Ay -by — @ -b, X, = a1q-by, — ay-by

dpp r8qq — dpq-dq dpp -8qq — dpq-dq2

51



Prof. Dr. Michael Biicker FH MUNSTER

2.3 Lineare Gleichungssysteme

2.3.1
2.3.2
2.3.3
2.3.4

2.3.5
2.3.6
2.3.7

Der Begriff des linearen Gleichungssystems
Grundlagen sowie Kriterien fur die Losbarkeit
Aufstellung und Losung dargestellt an einem Beispiel

Gaul-Algorithmus und vollstandiges Eliminationsverfahren

2.3.4.1 Koeffizientenmatrix und erweiterte Matrix
2.3.4.2 Elementare Zeilentransformationen
2.3.4.3 Gaul-Algorithmus

2.3.4.4 Vollstandiges Eliminationsverfahren
Losbarkeit und Rang einer Matrix

Losung mittels Matrixinversion

Anwendungsbeispiele 52
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N/

2.3.4.1 Koeffizientenmatrix und erweiterte Matrix
in der Matrizenschreibweise

» Matrizendarstellung:

- a, a, .. a2 | [ x ] [ b
a,, a,, ... a,, Xp | _ b,
' a,, A, - a.,, | | X, b,
bzw.
Amxn‘ Xnx1 = bmx1
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2.3.4.1 Koeffizientenmatrix und erweiterte Matrix
in der Matrizenschreibweise

» Matrizendarstellung:

a11 a12 a1n b1
a a a b
[A ‘ b] _ 21 22 2n 2
| am1 am2 amn bm _
Koeffizientenmatrix

erweiter}cfe Matrix

. FH MUNSTER
.§\ University of Applied Sciences
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2.3.4.2 Elementare Zeilentransformationen
an der erweiterten Matrix

» Elementare Zeilenumformungen:
m Zeilentausch
m Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl
m Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

» Die Menge der Losungen bleibt bel Anwendung elementarer
Zeilenumformungen stets erhalten!
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2.3.4.3 GauB-Algorithmus

» Gaul-Algorithmus
m Umformen der Matrix zu einer oberen Dreiecksmatrix

®m Anschlielfend Ruckubersetzung

a11

[A|b]= >
0 0 a,
0 0O
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2.3.4.4 Volistandiges Eliminationsverfahren

» Vollstandiges Eliminationsverfahren (Gaul3-Jordan-Verfahren)

m Umformen der Matrix, so dass links eine Einheitsmatrix
stehen bleibt

m Die Losung kann jetzt direkt abgelesen werden. Eine
Ruckubersetzung ist nicht erforderlich!

[A\b]: —

o o o -
o o =~ ©
o o O O
. O O O
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2.3.4.5 Beispiel

» Lineares Gleichungssystem aus Abschnitt 2.3.3:

. 050-x; + X, = 5

» Matrizenschreibweise:
05 1 ¢y | [5
2 1 X, | |8
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2.3.4.5 Beispiel

' =21
I =i
III :I
"=2.1 -1
III|:|||

" =" 3

IIV :IHI—2°"|”

IIIV _ IIIII

|

O -~

O -~

1
0

.§\\ FH MUNSTER

, University of Applied Sciences

10

12 | & Gauld-Algorithmus:

10 | jetzt Ruckubersetzung
4 (siehe nachste Folie)

2
4 } < Vollstandige Elimination:

Losung direkt ablesbar
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2.3.4.5 Beispiel

Ricklbersetzung beim Gaul3-Algorithmus:

I": 3.x, =12 - X, = 4

n":1.x, + 2.4 =10 = x, = 2

. FH MUNSTER
.§\ University of Applied Sciences
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

2.3.1 Der Begriff des linearen Gleichungssystems

2.3.2 Grundlagen sowie Kriterien fur die Losbarkeit
linearer Gleichungssysteme

2.3.3 Aufstellung und Losung linearer Gleichungssysteme
dargestellt an einem einfachen Beispiel
mit zwei Unbekannten und zwei Gleichungen

2.3.4 Gaul-Algorithmus und vollstandiges Eliminationsverfahren
2.3.5 Losbarkeit und Rang einer Matrix
2.3.6 Losung mittels Matrixinversion

2.3.7 Anwendungsbeispiele
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2.3.5 Losbarkeit und Rang einer Matrix

» Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann

m unlosbar, wennrang A<rang [A | b]
m [0sbar, wennrang A=rang[A|b]
¢ cindeutig losbar, wennrang A=rang[A|b]=n

¢ universell Iosbar, wennrang A=rang[A|b]<n
Dann sind d = n — rang A Parameter frei wahlbar.

mit
n = Anzahl der Variablen
Rang = Anzahl der im System enthaltenen unabhangigen

Zeilenvektoren (,Anzahl der Kanten®)

(Anm.: Berechnung des Rangs mittels Gaul3-Verfahren moglich) .
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2.3.5 Losbarkeit und Rang einer Matrix

> Beispiel fur ein eindeutig Iosbares Gleichungssystem:

> Beispiel fur ein unlosbares Gleichungssystem:

1 1 0 3
0 1 0| 2 rang A = rang|A|b]= 3 =n
000 1|3

1 1 0| 3

rang A = 2
o 1 2 | 7

rang|A|b] = 3
0O 0 0 | 3

> Beispiel fur ein universell |osbares Gleichungssystem:

1 0 2
o 1 0 | 2

7} rang A = rang|A|b]=2 <3 =n
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

2.3.1 Der Begriff des linearen Gleichungssystems

2.3.2 Grundlagen sowie Kriterien fur die Losbarkeit

2.3.3 Aufstellung und Losung dargestellt an einem Beispiel
2.3.4 Gauld-Algorithmus und vollstandiges Eliminationsverfahren
2.3.5 Losbarkeit und Rang einer Matrix

2.3.6 Losung mittels Matrixinversion

2.3.6.1 Matrixinversion mit Hilfe des
vollstandigen Eliminationsverfahrens

2.3.6.2 Nutzung der Matrixinversion fur Gleichungssysteme
mit mehreren rechten Seiten

2.3.6.3 Matrixinversion mittels Microsoft EXCEL
2.3.7 Anwendungsbeispiele
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2.3.6.1 Matrixinversion mit Hilfe des
vollstandigen Eliminationsverfahrens

» Zusammenhang zwischen regularer Matrix A
und der Inversen A (regulare Matrix: quadr. Matrix mit det # 0)

A-AT=ATA=E

» Berechnung des Losungsvektors x eines linearen
Gleichungssystems uber Zeilentransformationen an der
erweiterten Matrix (vollstandiges Eliminationsverfahren):

A-x =b = erweiterte Matrix [A|Db ]

» Berechnung der Inversen gleichermalden mit Hilfe des
vollstandigen Eliminationsverfahrens:

A-A" = E = ‘erweiterte Matrix" [A|E ]

ces
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2.3.6.1 Matrixinversion mit Hilfe des
vollstandigen Eliminationsverfahrens

> Beispiel: 10
Berechne die Inverse der Matrix Amit A = { 05 }

| 1 0 1 0
I {1 0,5 0 1}
=1 1 0 1 0
"' =1—1 {o 05 | -1 1}

"= 1 0 1 0 I R
=21 0 1 _2 2 -2 2

> Probe:
A-A1={1 0]{1 0}2{1 0}
1 05 -2 2 0O 1
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2.3.6.2 Nutzung der Matrixinversion fur Gleichungs-
systeme mit mehreren rechten Seiten

» Allgemeine Form des linearen Gleichungssystems:
A-x =D

» Losung mit Hilfe der Matrixinversion:
= Multipliziere beide Seiten (von links!) mit der Inversen A-':

ATAx =A"b
o E-x=A"Db
N Xx = A.b

= Beachte:

Da das Kommutativgesetz bei der Matrizenmultiplikation nicht gilt,
muss auf beiden Seiten der Gleichung ,von links“ multipliziert
werden!
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2.3.6.2 Nutzung der Matrixinversion fur Gleichungs-
systeme mit mehreren rechten Seiten

University of Applied Scien

> Beispiel aus Kapitel 2.3.3:

ERIEMEN

» Berechnung der Inversen: siehe nachste Folie

» Berechnung des Losungsvektors x:

Xx = A.b

X, _2/3  2/3 5 6/3 2
bzw. = . — —
X, 4/3  —1/3 8 12/3 |~ | 4
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2.3.6.2 Nutzung der Matrixinversion fur Gleichungs-
systeme mit mehreren rechten Seiten

» Berechnung der Inversen:

=21 1 2 2 0
I'=4.1-1 0 3 4 -1
"= 1 2 2 0
=3 0 1 4/3 -1/3

R L, I 1 0 ~-2/3 2/3
4/3 —-1/3

FH MUNSTER
University of Applied Sciences
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2.3.6.2 Nutzung der Matrixinversion fur Gleichungs-
systeme mit mehreren rechten Seiten
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» Vorteile der Berechnung des Losungsvektors
mit Hilfe der Inversen:

= Die Vorgehensweise ist immer dann sinnvoll, wenn der

Losungsvektor x fur alternative rechte Seiten berechnet werden
soll.

> Belispiel:

= Der Student hat jetzt ein tagliches Budget von 3,50 € (statt bisher

von 5 €) zur Verfugung. Wie viele Schokoriegel und Kaltgetranke
darf er in diesem Fall pro Tag verzehren?

MR RSN

ces
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2.3.6.3 Matrixinversion mittels Microsoft EXCEL

SUMME - w o | +MINV(A5:B6) <i
A B C D T E
1 Gleichungssystem
2
3 x1 X2 b-Vektor
4
5 05 1 5
6 2 1 8
;
8
9 Invertierte Matrix:
10
11 | +MINV(A5:B6)
12
13

Formel fur die

Matrixinversion eingeben:
+MINV(Bereich)

Lésungsvektor:

x1 =
X2 =

71



Prof. Dr. Michael Biicker

.§\\ FH MONSTER

University of Applied Sciences

2.3.6.3 Matrixinversion mittels Microsoft EXCEL

Sollte das Ergebnis nicht direkt erscheinen (z. B. bei alten Excel-Versionen), dann:

SUMME v K & fx| =+MINV(AS:B6) éﬁ[

C

A B
1 Gleichungssystem
2
3 X1 X2
4
5 05 1
4] 2 1
;
8
9 Invertierte Matrix:
10
11 |=+MINV(A5:B
12 | I
13

dann in das Befehlsfeld
D B klicken und
<STRG> <SHIFT> <ENTER>
b-Vektor emge_l?.eﬂ.t, NN
4 x1 =
8 X2 =

zunachst Bereich
der Inversen markieren
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2.3.6.3 Matrixinversion mittels Microsoft EXCEL

¥
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H24 -

A B D E F G |
1 Gleichungssystem
2
3 %1 X2 b-Vektor Lasungsvektor:
4
5 0,5 1 5 X1 =
4] 2 1 8 X2 =
f
8
9 Invertierte Matrix:

10
11 -0,66666667 0,66666667

12 1,33333333 -0,33333333
13

das gewunschte Ergebnis
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2.3.6.3 Matrixinversion mittels Microsoft EXCEL

SUMME v (© K« fx| +MMULT(A11:B12;D5:D6) < Formel fiir die Matrizen-
A B C D E F | multiplikation eingeben:
1 Gleichungssystem +MMULT (Bereich Matrix A;
- Bereich Matrix B)
3 %1 X2 b-Vektor Lésungsvermor:
4
5 | 0,5 1 9 X1 = +MMULT{A11:EI12;D5:DB]|
6 2 1 8 X2 =
-
8
9 Invertierte Matrix:
10

11 -0,66666667 0,66666667
12 1,33333333 -0,33333333
13
14
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2.3.6.3 Matrixinversion mittels Microsoft EXCEL

Sollte das Ergebnis nicht direkt erscheinen (z. B. bei alten Excel-Versionen), dann wieder:

—

SUMME v(* %K « | =+tMMULT(A11:B12;D5:D6) é? dann in das Befehlsfeld
A B C D E “£ | klicken und

1 Gleichungssystem <STRG> <SHIFT> <ENTER>
2 eingeben

3 X1 X2 b-Vektor Lésungsvektor:

4
=N 0.5 1 9 X1 =|=+MMULT(A1
6 2 1 8 X2 = |

=

8

9 Invertierte Matrix:

10

11 | -0,66666667 0 66666667 zunachst Bereich

12 . 1,33333333 -0,33333333 der neuen Matrix markieren

13

14
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2.3.6.3 Matrixinversion mittels Microsoft EXCEL

128 v Fx

A B C D E F G H
1 Gleichungssystem
2
3 X1 X2 b-Vekior Losungsvektor:
4
5 0.5 1 9 x1= 2
6 2 1 8 2= 4
.
8
9 Invertierte Matrix:
10
11 -0,66666667 0 60666667 das gewunschte Ergebnis
12 1,33333333 -0,33333333
13

14
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

2.3.1
2.3.2

2.3.3

2.34
2.3.5
2.3.6
2.3.7

Der Begriff des linearen Gleichungssystems

Grundlagen sowie Kriterien fur die Losbarkeit
linearer Gleichungssysteme

Aufstellung und Losung linearer Gleichungssysteme
dargestellt an einem einfachen Beispiel
mit zwei Unbekannten und zwei Gleichungen

Gaul-Algorithmus und vollstandiges Eliminationsverfahren
Losbarkeit und Rang einer Matrix
Losung mittels Matrixinversion

Anwendungsbeispiele
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2.3.7 Anwendungsbeispiele

» Okonomische Zusammenhange:

G=E-K
E =p-x
K = Kvar + Kfix = kvar X+ Kfix
mit G = Gewinn
E = Erlose
K = Kosten
o) = Preis
X = Menge
K = variable Kosten (abhangig von der Menge)
K = fixe Kosten (unabhangig von der Menge)

variable Stuckkosten

>~

S 2L
2 X 9
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2.3.7 Anwendungsbeispiele

> Auf den Maschinen M., M, und M, stellt ein Betrieb die Produkte
P,, P, und P; her. Die nachfolgende Tabelle zeigt die Produk-
tionskoeffizienten der drei Produkte, also die zur Erstellung
jeweils einer Mengeneinheit (ME) eines Produktes benotigten
Maschinenzeiten (ZE). Die maximale Kapazitat der Maschine 1
betragt 140 ZE, die der Maschine 2 ist 320 ZE, und die
verfugbare Kapazitat der Maschine 3 belauft sich auf 420 ZE.

Bestimmen Sie dasjenige Fertigungsprogramm X, X,, X5 (X; Sei
die Anzahl der herzustellenden Mengeneinheiten des Produktes
P.), bei dem samtliche Maschinen voll ausgelastet sind! Stellen
Sie dazu das Lineare Gleichungssystem in Matrizenform auf!
Wie lautet der Losungsvektor?
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2.3.7 Anwendungsbeispiele

Produktionskoeffizient [ZE/ME]
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2.3.7 Anwendungsbeispiele

» Lineares Gleichungssystem in Matrizenform:

"1 4 27 [x, ] [140°
3 2 6 x, | = | 320
26 8| |x, | |420

» Losung des Gleichungssystems mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus
(elementare Zeilenumformungen bis zur oberen Dreiecksmatrix)
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2.3.7 Anwendungsbeispiele

(1) 1 4 2 140
(2) 3 2 6 320
(3) 2 6 8 420 |
(1) =(1) 1 4 2 140 |
(2) =-3-(1)+(2) 0 -10 0 | —100
3)y=-2-NW+@B) | 0 -2 4| 140

1) = (1) 1 4 2 140
(2) = (2) 0 -10 0 | -100
(3Y=-5-(3Y+(2) | 0 0 -20 | —800
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2.3.7 Anwendungsbeispiele

» Rickibersetzung: oy =800 _ .
L= oo
- 20
X2 = __1—1()00 — 10

X, =140-4-10-2-40=20

» Der Losungsvektor lautet: 20
x =1 10
40
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2.4 Determinanten

2.4.1 Der Begriff der Determinante
2.4.2 Die Berechnung von Determinanten
2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

2.4.4 Losung eines linearen Gleichungssystems
mit Hilfe von Determinanten: Die Cramersche Regel

2.4.5 Die Berechnung der Inversen mittels der adjungierten Matrix
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2.4.1 Der Begriff der Determinante

> Begriff der Determinante:

= Eine Determinante bildet eine quadratische Matrix
auf ein Skalar ab.

> Schreibweise:
= det [A]

> Beispiel: Nebond |
ependiagonaie
N 3 2/
det =359 - 21 = 13
1 5
\
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2.4.1 Der Begriff der Determinante

> Interpretation:

m Der Absolutwert der Determinante einer 2x2-Matrix gibt
den Flacheninhalt des von zwei Vektoren aufgespannten
Parallelogramms wieder.

m Der Absolutwert der Determinante einer 3x3-Matrix gibt
das Volumen des von drei Vektoren aufgespannten Spats
(ein in den Raum erweitertes Parallelogramm) wieder.

p N\ University of Applied Scienc
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2.4.1 Der Begriff der Determinante

8 ~ 2
X5 a = und b =
A 1 5 8 2
det
1 5

=85 -12 = 38

Hohe ca.
7 Einheiten

",
.
.
.
«
.
L
.
Y
.
«
.
«
.
.
.
L
.
ta,
L]

",
.
.
.
L
.
L]
.
.
.
.
.
.
Y
a,

Flacheninhalt
Parallelogramm

Grundlinie ca.
5,4 Einheiten

lang — Grundlinie - Hohe

=54-7 =~ 38
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2.4.1 Der Begriff der Determinante

X2 Vspat = | det|a,b,¢ ] |
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2.4 Determinanten

2.4.1 Der Begriff der Determinante

2.4.2 Die Berechnung von Determinanten

2.4.2.1 Die Regel von Sarrus
2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

2.4.4 Losung eines linearen Gleichungssystems
mit Hilfe von Determinanten: Die Cramersche Regel

2.4.5 Die Berechnung der Inversen mittels der adjungierten Matrix

90



Prof. Dr. Michael Biicker

N/

&, FH MUNSTER
22

University of Applied Scien

2.4.2.1 Die Regel von Sarrus

» Anwendungsbereich der Sarrus‘schen Regel:
= Die Sarrus'sche Regel kann nur zur Berechnung von
Determinanten von 2x2- und 3x3-Matrizen angewendet werden!

» Vorgehensweise der Sarrus'schen Regel:
m zunachst Matrix ,erweitern”

m anschlielfend Produkte der Haupt- und Nebendiagonalen bilden

m Produkte der Hauptdiagonalen addieren, Produkte der
Nebendiagonalen subtrahieren

> Belispiel: -

3
A=| 2 2 4
2

ces
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2.4.2.1 Die Regel von Sarrus
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31 2]
A = Erwetem” 412 2
216 1|
Nebendiagonalen
2 2 3|1 2
2 2 4|2 2
I 1 i 1 216 1|

detA =122+ 2-4.6 + 3-2.1-3-2.6 -14.1-2-2-2 =10
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2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

» Anwendungsbereich und Grundidee
des Entwicklungssatzes nach Laplace:

m Der Satz kann zur Berechnung der Determinanten von Matrizen
jeglicher Grol3e herangezogen werden.

B Determinanten werden mit Hilfe dieses Satzes
um eine Dimension reduziert.

B Determinanten konnen nach verschiedenen Zeilen
oder Spalten entwickelt werden.

» Darstellung der Vorgehensweise an einem Beispiel:

1 2 3
A=|2 2 4
6 1 2

p N\ University of Applied Scienc
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2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

= Entwicklung nach der ersten Zeile:

1 2 3°
det | 2 2 4
6 1 2

FH MUNSTER
University of Applied Sciences

N/

= Die Elemente der ersten Zeile werden mit den Unterdeterminanten
multipliziert, die sich ergeben, wenn die Zeile und die Spalte des
jeweiligen Elements aus der Matrix gestrichen wird. Die
Verknupfung der Terme erfolgt nach einem bestimmten Schema!

2 3 1 2 3
2 2 4 2 2 4
6 1 2| |6 1 2
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2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

= Die Determinante der Matrix A berechnet sich nun wie folgt:

1 2 3
det | 2 2 4
6 1 2

2 4 2 4 2 2
= 1.det — 2-det + 3-det
1 2 6 2 6 1

1.(2-2-4-1) - 2-(2.2-4-6) + 3-(2-1-2-6)
1.0 — 2-(-20) + 3-(-10)
=40 - 30 = 10
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2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

» Die Verknupfung der Terme erfolgt nach dem folgenden
Vorzeichenschema (,Schachbrettmuster®):

_I_

_|_

» Anmerkung:

= Es kann nach jeder beliebigen Zeile oder Spalte entwickelt werden.

_|_

_|_

Am einfachsten ist es, wenn man die Zeile oder Spalte mit den
meisten ,Nullen® wahlt!

p N\ University of Applied Science
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2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

> Beispiel Dreiecksmatrix:

= Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem
Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen!

3 2 3
det | 0O 2 1
0 0 4
= 3-det 2 1 — 0-det 2 3 + 0-det 2 3
0O 4 0O 4 2 1

=3(24-01)-0+0=3-2-4=24
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2.4 Determinanten

2.4.1 Der Begriff der Determinante
2.4.2 Die Berechnung von Determinanten
2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

2.4.4 Losung eines linearen Gleichungssystems
mit Hilfe von Determinanten: Die Cramersche Regel
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2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

1. det(A-B) = det(A)-det®)

det 10-12 :det1 : =18-14 = 4
3 4 1 3 /7 18

1
= det 0 . det 12
3 4 1 3

- (4-0)-(3-2) = 4

2. det (0\4)= 1

det (A)

det{4 O}:S—O:S und det{

174 0 1 1
0 2

0 1/2



Prof. Dr. Michael Biicker -
.§\\ FH MUNSTER

, University of Applied Scien

2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

3. det(A) = det (AT)

det1 2 =4-6 = -2 und det1 > =4-6 = -2
3 4 2 4

4. Werden zwei Zeilen oder Spalten vertauscht, so
wechselt das Vorzeichen der Determinante:

det1 2 =4-6 =-2 und det3 4 =6-4 = +2
3 4 1 2

ces
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2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

5. Wird zu einer Zeile (oder Spalte) einer Matrix das A-fache
einer anderen Zeile (bzw. Spalte) addiert, verandert sich der
Wert der Determinante nicht:

1 2

1 2
det =5-2=3 und det
2 7

=7-4=3
1 5 }

6. Wird jedes Element einer Zeile (oder Spalte) mit A multipliziert,
so andert sich der Wert der Determinante um das A-fache.

1 2
4.de{ }: 4.(5-2) = 12
1 5

1 2
und det =20-8 =12
4.1 4.5

ces

101



Prof. Dr. Michael Biicker &, FH MUNSTER
.§, University of Applied Sciences

2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

/. det (7\4 . Anxn) = A det (Anxn)

det 4-1 ° = det ‘8 = 80-32 = 48
1 5 4 20

1 2
- 42-detL 5} =16-(5-2) = 48
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2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

8. det (Anxn) #0 < rang(A,) = n

Ein Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten ist
somit nur dann eindeutig losbar, wenn die Determinante der
Koeffizientenmatrix ungleich null ist, d.h., wenn die Zeilen linear

unabhangig voneinander sind!

det

aber

O O W

det

1.0
2 0
0 1

O O W

- 3.2-0)-0+0=6

O N -
o O O
Il
o
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2.4.4 Die Cramersche Regel

» Anwendungsbereich :

= Eindeutig losbare
lineare Gleichungs-
systeme der Form:

. FH MUNSTER
.§\ University of Applied Sciences

» Cramersche Regel:

det [b, a,, a,, ...]

= det A
y det [a,, b, a,,...]
z det A
X, = det [a,, a,, b, ...]

det A
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2.4.4 Die Cramersche Regel

> Beispiel aus Abschnitt 2.3.3:

FRIRMEH

5 1
det
= 1 — — —
05 1 — —
gt | 05 - 2 1,5
2 1
05 5
det|
2 8} 4 — 10 -6
X, = = = =

— — — 4
05 1 _ _
det { : } 05 - 2 15
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2.4.4 Die Cramersche Regel

> Exkurs:

= Die Losung des allgemeinen Gleichungssystems mit
2 Variablen und zwei Gleichungen aus Abschnitt 2.3.3
entspricht exakt dem Vorgehen der Cramerschen Regel:

ayq-Xq + A Xy = by

Aoy Xy + 8y Xy, = b,

X, = A by — ag-b, X, = a1q-by, — ay-by
doo -dqq — dpq-dpo doo rdqq — dpq-dpo
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2.4.5 Die Berechnung der Inversen
mittels der adjungierten Matrix

» Zur Berechnung der Inversen kann die adjungierte Matrix,
bezeichnet mit adj (A), herangezogen werden:

- adj (A)
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2.4.5 Die Berechnung der Inversen
mittels der adjungierten Matrix

» Vorgehensweise zur Bestimmung der adjungierten Matrix:

m Zunachst wird die Matrix transponiert
(dies kann auch zu einem spateren Zeitpunkt geschehen).

m Die adjungierte Matrix ergibt sich dann als Matrix der
Unterdeterminanten der transponierten Matrix, wobei wiederum
das Vorzeichenschema des Entwicklungssatzes nach Laplace
berucksichtigt werden muss. Fur eine 3x3-Matrix lautet die

Adjunkte:
- +det,;, —det,, +dety; |
adj(A) = | —det,;, +det,, —dety,,
| +dety; —det;, +dety;

Die Unterdeterminanten erhalt man wiederum durch Streichen der

zu einem Element zugehorigen Zeile und Spalte.
110
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2.4.5 Die Berechnung der Inversen
mittels der adjungierten Matrix - Beispiel

2 0 2 2 0 O
A=|0 1 3 AT =| 0 1 0
0 0 1 | 2 3 1 |
2 0 2
detA =det| 0 1 3 | =2.(1-0)-0 + 2-(0-0) = 2
0 0 1
1 0 -2 ]
adfdA=| 0 2 -6 Berechnung siehe nachste Seite
0 0 2 |
1 0 -2 [1/2 0 -17
- adj(A):i O 2 -6 |=| 0 1 -3
det A
0 0 2 | | 0 0 1 |
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2.4.5 Die Berechnung der Inversen
mittels der adjungierten Matrix - Beispiel

AT =

adj A

o
RN

+ det

O N O

—det

+ det

—det

+ det

—det

+ det

N/

&, FH MUNSTER
22

, University of Applied Sciences
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2.5 Einfuhrung in die lineare Optimierung

2.5.1 Problemstellung

2.5.2 Beispiel fur Standard-Maximum-Problem

2.5.3 Graphische Losung des Beispiels
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2.5.1 Problemstellung

» In der Okonomie treten Nebenbedingungen (Restriktionen)

haufig in Form von Ungleichungen statt in Form von Gleichungen auf.

> Daruber hinaus existiert eine zu optimierende Zielfunktion, beispiels-
weise soll der Gewinn maximiert oder die Kosten minimiert werden.

> Sind sowohl Nebenbedingungen als auch Zielfunktion linear,
so spricht von einem Problem der linearen Optimierung.

> In der Vorlesung wird nur der einfache Fall eines linearen Optimie-
rungsproblems mit zwei Variablen betrachtet und graphisch gelost.

> GrolRere, praxisnahe Problemstellungen lassen sich mit Hilfe des

Simplex-Algorithmus l0sen (Aufbaumodul Quantitative Methoden
im Bachelor-Studiengang).

ces
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2.5.2 Beispiel fur ein Standard-Maximum-Problem

> Beispiel aus der Produktionsprogrammplanung:

Ein nach Gewinnmaximierung strebendes Unternehmen stellt zwei
Produkte P, und P, in den Mengen x4 und X, her. Beide Produkte
durchlaufen die Maschinen M; und M,. Eine Mengeneinheit (ME) von
Produkt 1 benoétigt auf der ersten Maschine 2 Zeiteinheiten (ZE) und
auf der zweiten Maschine 3 ZE. Eine Mengeneinheit von Produkt 2
bendtigt auf der ersten Maschine 4 ZE und auf der zweiten Maschine
2 ZE. Beide Maschinen haben jeweils eine Maximalkapazitat von
2.400 ZE. Die Deckungsspanne (Preis abzuglich variable Stick-
kosten) betragt fur P, 4 Geldeinheiten (GE) pro Mengeneinheit

und fur P, 5 GE/ME.

Welche Mengen x4 und x, soll das Unternehmen produzieren?
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2.5.2 Beispiel fur ein Standard-Maximum-Problem

» Allgemeine mathematische Formulierung der Aufgabe:
Maximiere die lineare Zielfunktion: Z = ¢, -x,; + ¢, X,

unter den linearen g1 X4 + Ao Xy, < by

Nebenbedingungen: 8,1-X; + Qg Xy, < by

und unter den
Nichtnegativitatsbedingungen: X120 und x,=0

» Modellformulierung fur das konkrete Beispiel:
max Z =4-X, + 5-X,
unter 2-x; + 4-x, < 2.400
3-X; + 2-X, < 2.400
X420 und x, =0

p N\ University of Applied Scien

ces
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2.5.2 Beispiel fur ein Standard-Maximum-Problem

» Allgemeine Formulierung eines Maximum-/Minimum-Problems
iIn Matrizenschreibweise:

Maximiere bzw. minimiere: Z =

= c'-x
>
unter den Nebenbedingungen: A-Xx { = } b
<
und unter den < < i alle
Beschranktheitsbedingungen: L < x <u furalle]
mit |, = lower bound (untere Grenze)
u; = upper bound (obere Grenze)

Es konnen Ganzzahligkeitsbedingungen fur einige oder alle

Variablen x; hinzutreten. Man spricht dann von der ganzzahligen
linearen Optlmlerung/Programmlerung

ces
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2.5.3 Graphische Losung des Beispiels

X2, Nebenbedingungen:
1.200
. I 2'X1 + 4'X2 S 2400
i < x, < 600 - 05 x,
] Il 3-x, + 2-x, < 2.400
| & x, £1.200 - 15X,
600 O

n
»

800 1.200  x,
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2.5.3 Graphische Losung des Beispiels

X2 Zielfunktion/
Isogewinngeraden:

Z=4x%x +5%x,=C

= Xy =

cn(ol
D

zB. fir C=2.000: x, = 400 - %-x1

x; = 600, x, = 300,

300 T Z = 4.600 + 5-300 = 3.900

n
»

1 1 1 1 I 1 1 \ 4 1 1 |

600 800 1.200  xq
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Jetzt folgt Kapitel 3:

Folgen, Relhen
und Grenzwerte
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