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1.1 Begriffe und Symbole

» Gleichheit und Ungleichheit

= gleich

# ungleich

< ,ist kleiner als”

< .ist kleiner oder gleich®

> »ist grofRer als”

> .ist groer oder gleich®

~ ungefahr gleich

= .ist definiert als”

= ,daraus folgt* bzw. ,wenn, dann*

= .ist dquivalent bzw. ,genau dann, wenn*
= »definitionsgemaf genau dann, wenn*
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1.1 Begriffe und Symbole
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1.1 Begriffe und Symbole

> Weitere Zeichen:
v Jfuralle’,z.B.M:={1,2}
(VxeM)(x>0) LFr alle x € M gilt, x ist gréBer 0.“

3 ... €5 existiertein ..., z.B.M={-1,2,3}
(3xeM)(x<0) »ES existiert ein x € M, fiir das gilt,
x ist groBer 0.

M| Anzahl der Elemente einer Menge, z.B.M={ 1,2}
IM|=2

nicht zu verwechseln mit:

|z | Betrag einer Zahl

+z firz>0

|z] = -z firz<0

» Logische Verknupfungen:

AAB

AvB

LA und B“
= sowohl A als auch B

»A oder B* (lat.: vel)
= entweder A oder B oder beides gleichzeitig)

» Verknupfungen von Mengen

\

unwmnCD
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,ohne*

»-geschnitten mit"
,vereinigt mit*

,ist Element”

,ist nicht Element”
.ist Teilmenge von*
.ist Obermenge von*
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1.1 Begriffe und Symbole

> Konstante

T
e

Pi = 3,14159... (Verhaltnis Kreisumfang zum Durchmesser)
Eulersche Zahl e = 2,71828... (kont. Wachstumsfaktor)

» Algebra und Elemente der Analysis

|z |
n!

X
IT
YA

dx, ox
det
X, X

Betrag von z (absoluter Wert einer reellen Zahl)

n Fakultat ( n! =1-2-3-4-...-n)

Summenzeichen

Produktzeichen

Quadratwurzel aus, n-te Wurtzel aus

Differential (unendlich kleines Stiick in x-Richtung)
Determinate

Vektor
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1.1 Begriffe und Symbole
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» Grenzwerte

e unendlich
- ,nahert sich“, ,strebt nach”
lim Limes (Grenzwert)

» Exponential- und Logarithmusfunktion

eX, ax Exponentialfunktion zur Basis e oder allgemein zur Basis a
log, Logarithmus zur Basis a

Ig Dekadischer Logarithmus (Zehnerlogarithmus)

In naturlicher Logarithmus (Logarithmus zur Basis e)
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1.2 Zahlensysteme und Zahlenintervalle
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» Das griechische Alphabet:

Aol Alpha It
Bp Beta Kk
Iy Gamma Al
Ad Delta Mp
Ee Epsilon Nv
Zc Zeta =g
Hn Eta Oo
00 Theta Ir

Prof. Dr. Michael Biicker

lota Pp Rho
Kappa ¥c  Sigma
Lambda Tt Tau
My Yu  Ypsion
Ny ®p  Phi
Xi Xy Chi
Omikron Yy  Psi
Pi Qo  Omega
R\ ki ——

1.2 Zahlensysteme und Zahlenintervalle

Komplexe Zahlen

Reelle Zahlen

Rationale Zahlen

IN | Menge der natirlichen Zahlen

{1;2;3;4; ...}

IN, | Menge der natlrlichen Zahlen
einschliefllich der Null

{0;1;2;3;4; ...}

Z | Menge der ganzen Zahlen

{..-3;-2;-1;0;1;2; 3; ...}

Ganze Zahlen

i endliche
negative JIETHY:
ganze unendlich
Zahlen periodische
Briuche

Q | Menge der rationalen Zahlen

Menge aller als Bruch ganzer
Zahlen darstellbarer Zahlen

IR | Menge der reellen Zahlen

zusatzlich zu Q sind alle irrationa-
len Zahlen (e, &, V2, ... ) enthalten

EUlEE [imagindre

IR* | Menge der positiven
reellen Zahlen

{xIxelR A x>0}

IR; | Menge der nichtnegativen
reellen Zahlen

{xIxelR A x>0}

C | Menge der komplexen Zahlen

zusatzlich zu IR sind auch alle
Wurzeln aus negativen Zahlen
(imaginare Zahlen) enthalten
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1.2 Zahlensysteme und Zahlenintervalle 1.3 Rechenregeln fiir reelle Zahlen
Farx € IR gilt: 1.3 Rechenregeln fur reelle Zahlen
Bezeichnung Darstellung Bedeutung 1.3.1  Grundrechenarten und Grundgesetze (Axiome)
1.3.2 Klammerausdricke und Binomische Formeln
abgeschlossenes | a<x<b Menge aller reellen Zahlen 1.3.3 Addition und Subtraktion von Briichen
Intervall [a;b] Z\I\Sighbe n einschliellich 1.3.4 Absoluter Betrag (Absolutbetrag)
offenes a<x<b Menge aller reellen Zahlen 1.3.5 Poten.zen und Wurzeln
Intervall Ja:b] zwischen ausschlieBlich 1.3.6  Logarithmen
aundb
halboffenes a<x<b Menge aller reellen Zahlen
Intervall [a;b] zwischen einschlieBlich a
und ausschlief3lich b
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1.3.1 Grundrechenarten und Grundgesetze (Axiome) 1.3.1 Grundrechenarten und Grundgesetze (Axiome)
» Grundgesetze (Axiome): » Elementare Rechenregeln flr Vorzeichen:
m Kommutativgesetze der Addition und Multiplikation: [ —(—a) = +a =a
= a+b =b+a zB. 2+3 =3+2=5

B _(ab) = (-a)-b =a-(-b) = —ab
= a-b=~>b-a zB. 2.3=3-2=6 ,Minus mal Plus ergibt Minus*

m Assoziativgesetze der Addition und Multiplikation:
= (a+b)+c = a+(b+c) zB. (2+3)+4 = 2+(3+4) =9
= (a-b)-c =a-(b-c) zB. (2:3)4=2:(3-4) =24

m Distributivgesetze (Verknlpfung von Addition und Multiplikation)
> a-b+c)=a-b+ac zB 2:(3+4)=23+24=14
= (a+b)-c =a-c+ b-c zB. (2+3)-5 =25+ 3.5 = 2515

® (—a)-b)=ab
»,Minus mal Minus ergibt Plus®
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1.3.2 Klammerausdriicke und Binomische Formeln

» Binomische Formeln:

1. Binomische Formel:
(a+b)-(a+b) = a-a+a-b+b-a+b-b = a®+2ab+b?

2. Binomische Formel:
(a-b)-(a-b) = a-a-a-b-b-a+b-b = a®> —2ab+b?

3. Binomische Formel:

(a+b)-(a-b) = a-a-a-b+b-a-b-b = a® - b?
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1.3.2 Klammerausdriicke und Binomische Formeln
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1.3.2 Klammerausdriicke und Binomische Formeln

» Exkurs: Potenzen von Binomen (Vorgriff auf Kapitel 1.3.5)

= Pascalsches Dreieck

= Gesetzmaligkeit der Vorzahlen
durch ihre Anordnung in einem Dreieck

(a+b)° 1
(a+b)? 1 1
(a+b)? 1 2 1
(a+b)? 1 3 3 1
(a+b)* 1 4 6 4 1
(a+b)® 1 5 10 10 5 1
19

» Exkurs: Potenzen von Binomen (Vorgriff auf Kapitel 1.3.5)

(a+b)® = (a+b)-(a+b)-(a+b)
- (a2 +2ab+b?)-(a+b)
a’.a+2-ab-a+b’a+a’b+2abb+bb

a®+ 3a’b + 3ab%+ b

(a-b)® = a®- 3a% + 3ab®- b®

(a+b)* = a* + 4a%p+ 6a%b? + 4ab® + b*

(a-b)* = a* — 4av + 6a°b? - 4ab® + b*
18
) ST e seinces
1.3.3.1 Erweitern und Kiirzen von Briichen
> Erweitern von Briuchen:
a _ a-c B 2 24 8
b b-c #5737 3.4 T 12
» Kurzen von Bruchen:
a:d a 24:3 8
=2 zB. Y - =
b:d b 9:3 3
oyt y)xmy)
X-y X-y

In beiden Fallen andert sich der Wert des Bruches nicht!
20
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1.3.3.2 Addition und Subtraktion von Briichen

» Vorgehensweise zur Addition bzw. Subtraktion:

= zunachst Nenner gleichnamig machen (Hauptnenner bestimmen,
also Suche nach dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen)

= anschlielend Zahler addieren bzw. subtrahieren

» Allgemein:
E>a+£:a+b bW, a b _a-b
c c c c c c

21
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1.3.3.3 Multiplikation und Division von Briichen

» Division zweier Brlche:
m \orgehensweise:

= Der erste Bruch wird mit dem Kehrwert des zweiten Bruches

multipliziert.
m Allgemein: a
b _a.c_a d_ad
c b d b ¢ b-c
d

23
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1.3.3.3 Multiplikation und Division von Briichen

» Multiplikation von Brichen:
m \/orgehensweise:
= jeweils Zahler und Nenner miteinander multiplizieren
m Allgemein:

o c a-c

a. c
b d b-d

22
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1.3.4.1 Der Begriff des Absolutbetrags
» Absolutbetrag:
= Betrag einer reellen Zahl
= Abstand dieser Zahl auf der Zahlengerade von Null
= Definition: +z fur z>0
|z| = { 0 fur z=0 zelR
-z fir z<0
= Beispiele: |-3] =3 oder [2]=2
Abstand Abstand
= 3 Einheiten = 2 Einheiten

24
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1.3.4.2 Regeln fur das Rechnen mit Absolutbetragen

1. [-al=]a -3[=13]=3

2. |a+b|<|a|+ |b] |-2+5|<|-2| +|5]
denn 3 < 7

3. |a+b|>[la|-|b]| -2-5|2[-2]-|-5]
denn 7 >3

4 Jab =la b 3.4 = |-3] 4] = 12

5 |2 _ a| -8 Zﬂzz

b b 4 4 5
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1.3.5.1 Der Potenzbegriff,
Vorzeichenregeln und Potenzgesetze
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1.3.5.1 Der Potenzbegriff,

Vorzeichenregeln und Potenzgesetze

> Es qilt:
a'=a 1" =1
a’:=1 0"=0 mit n=0

» Vorzeichenregeln:
(-a)™" = (+a)* = gerader Exponent
(-a)™' = (+a)™ = ungerader Exponent

-n

a ::in mit a=0
a

27

» Der Potenzbegriff:

= Das n-fache Produkt einer Zahl mit sich selbst ergibt

Prof. Dr. Michael Biicker

die n-te-Potenz dieser Zahl.
a-a-a-...r-a =a"=b mit a,b IR und nelIN
%/—/
n-—mal
a: heildt Basis

n: heil3t Exponent
b: heilt Potenzwert

26
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1.3.5.1 Der Potenzbegriff,

Vorzeichenregeln und Potenzgesetze

» Die Potenzgesetze:

1.

2.

n+m

a"-a"=a

28



Prof. Dr. Michael Biicker

1.3.5.2 Der Wurzelbegriff,
Vorzeichenregeln und Wurzelgesetze
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1.3.5.2 Der Wurzelbegriff,
Vorzeichenregeln und Wurzelgesetze

> Wurzeln:

m Die ,erste” Umkehrung der Potenzierung ist das
Wurzelziehen.

m \Wurzelziehen = Radizieren

a"=b

1
a=Yb=b" =b"
Vo™ =b

Vorsicht: Bei ungeradem Wurzelexponenten gibt es
fur b € IR, Konsistenzprobleme mit den Rechengesetzen.

n: heil3t Wurzelexponent,
b: heit Radikand

firb e IR,

Prof. Dr. Michael Biicker N, FH MUNSTER
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1.3.6.1 Der Begriff des Logarithmus

> Vorzeichen:

= Wird b € IR, gesetzt, so ist die Wurzel 2/ b immer positiv!

» Rechenregeln:

Fira, b € IR, gilt:

1. nla-n/b=n/a-b

Prof. Dr. Michael Biicker N, FHMUNSTER
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1.3.6.1 Der Begriff des Logarithmus

30

» Die Logarithmierung ist die 2. Umkehrung der Potenzierung:

Potenzierung Radizieren: Logarithmieren:
»erste Umkehrung ,zweite“ Umkehrung
2% =9 ?°=8 2'=8
< ?7=38 < ?=log,8
Frage nach dem | Frage nach der Frage nach dem
Potenzwert Basis Exponenten

31

» Definition:
B logx =y

m Der Logarithmus einer Zahl x>0 zur Basis a ist der Exponent,
mit dem man a potenzieren muf3, um den Numerus (x) zu

erhalten.
mlogXx =Yy = ay=x

m a: heil3t Basis
X: heillt Numerus
y: heil3t Logarithmus

32
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1.3.6.1 Der Begriff des Logarithmus 1.3.6.2 Dekadischer und naturlicher Logarithmus
» Es gilt insbesondere: » Dekadischer Logarithmus: 10er Logarithmus

_ 1 — m Basis ist immer 10

log,a=1, denn a'=a

m logox = 1g x
log,1 =0, denn a®=1 mit a#0 mzB. Ig100=2

Ig 1000 = 3
log,a*x =x, denn a*=ax
» Naturlicher Logarithmus: ,logarithmus naturalis”

m Basis ist immer die Eulersche Zahl e =2,71828

m log.x =In x

mzB log1=In1 & e=1 < y=0

33
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1.3.6.3 Rechenregeln und Logarithmusgesetze 1.3.6.3 Rechenregein und Logarithmusgesetze
» Verhaltnis Potenzieren/Logarithmieren: » Gesetze fur Logarithmen:
g, x=y < a’=x 1. log,(x-y) = log,x + log,y
X
2. Ioga[] = log,x — log,y
— aIogax - X Yy
3. Ioga(xr) = r-log, x
lfalle: 1 4
> Spezialfélle: log, M log, (x ) = —log, x

1
log, Vx = Ioga(x”j = :]-Iogax
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1.3.6.3 Rechenregeln und Logarithmusgesetze

» ,Logarithmus naturalis®:

X =a%%*  oder X =™

X

XX = (elnx)X _ eInx _ ex-Inx

> Rechenregel:

In x

log, x =
2 Ina

37
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1.4.1.1 Schreibweisen und Darstellungen fur Mengen
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1.4 Mengen und Abbildungen

» Definition der Menge (naiver Mengenbegriff):

Eine Menge ist eine wohldefinierte Zusammenfassung
unterscheidbarer Objekte. Jedes zur Menge gehdrige Objekt
heil3t Element der Menge.

» Schreibweisen:

acA ,aist Element von A
begA ,b ist nicht Element von A*

> Beispiele fur Mengen:
IR. 0, IR, IR, , IR

40

1.4.1 Grundbegriffe der Mengenlehre
1.4.1.1 Schreibweisen und Darstellungen fir Mengen
1.4.1.2 Beziehungen zwischen Mengen
1.4.1.3 Operationen zwischen Mengen
1.4.1.4 Rechengesetze der Mengenalgebra
1.4.1.5 Kartesisches Produkt und Kreuzmenge
1.4.1.6 Element und Teilmenge

1.4.2 Abbildungen

39
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1.4.1.1 Schreibweisen und Darstellungen von Mengen

» Darstellungen:
R,

m Venn-Diagramm:

m aufzahlend:
z.B. A:={1,2,3}

" C, o)
m beschreibend:

2.B. A:=={x|xeIN A x<4}
m Zeichen flr die leere Menge:

0, {}

41
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1.4.1.2 Beziehungen zwischen Mengen

» Teilmenge (Obermenge, Untermenge)

m A ist Teilmenge von B, wenn jedes Element aus A auch in der
Menge B enthalten ist.

m AcB: Aist Teilmenge (Untermenge) von B
m B> A: Bist Obermenge von A

» Gleichheit von Mengen

m Zwei Mengen sind gleich, wenn jedes Element aus A auch
Element ist aus B und umgekehrt.

mA=B & AcB A BcA

42
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1.4.1.2 Beziehungen zwischen Mengen
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1.4.1.2 Beziehungen zwischen Mengen

» Potenzmenge:

m Die Potenzmenge einer Menge M wird bezeichnet als p (M)
und ist die Menge aller Teilmengen von M.
p(M):={AlAcM}

m Beispiel:
M:={1,2,3}

p (M) = { @: {1}, {2}1 {3}' {1! 2}1 {11 3}; {2, 3}1 {11 2, 3} }

m Die Potenzmenge enthalt 2" Elemente, wobei n die Anzahl der
Elemente von M ist.

44

» Wichtige Anmerkung:

m Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst:
AcA

m Die leere Menge ist Teilmenge einer jeden Menge.

Prof. Dr. Michael Biicker
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1.4.1.3 Operationen zwischen Mengen

43

» Durchschnitt:

m Die Durchschnitts- oder Schnittmenge von zwei Mengen A
und B im Zeichen A N B ist die Menge der Elemente, die
sowohl in A als auch in B enthalten sind.

BANB:={xIxeA AxeB}

m Venn-Diagramm:

45
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1.4.1.3 Operationen zwischen Mengen

» Wichtig:

A und B heil3en elementfremd oder disjunkt.

ANnB=yY

46
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1.4.1.3 Operationen zwischen Mengen
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1.4.1.3 Operationen zwischen Mengen

» Differenz:

m Die Differenz A\B enthalt genau die Elemente von A, die nicht
Elemente von B sind.

mAB:={x|xeAAxgB}

[ O

m Venn-Diagramm:

48

> Vereinigung:

m Die Vereinigungsmenge von zwei Mengen A und B im
Zeichen A U B ist die Menge der Elemente, die mindestens in
einer Menge, A oder B, liegen.

mAU B:={x

xeAvVvxeB}

m Venn-Diagramm:

Prof. Dr. Michael Biicker N, FHMUNSTER
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1.4.1.3 Operationen zwischen Mengen

47

» Komplement:

m st A < B, so besteht das Komplement von A bezlglich B aus
allen Elementen von B, die nicht in A enthalten sind.

] KB =B\A

m Venn-Diagramm:

49
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1.4.1.4 Rechengesetze der Mengenalgebra
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» Kommutativgesetz:

AuB = BUA und ANnB = BnA

> Assoziativgesetz:
AuB)uC=AuBuUC) und ANnB)NnC=AnNn(BNC)
» Distributivgesetz:

AuB)nC=(AnC)u(BnC) und
AnB)uC=AuUC)n(BuC)

Prof. Dr. Michael Biicker N, FH MU
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1.4.1.5 Kartesisches Produkt und Kreuzmenge
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1.4.1.4 Rechengesetze der Mengenalgebra

» n-Tupel:
(ag, ay, ...,a,)mita; e Aj,a, €A,, ...,a, €A,
heiflt n-Tupel und
a;miti € {1, 2, ..., n} die i-te Komponente des n-Tupels.

» Kartesisches Produkt/Kreuzmenge:
Als kartesisches Produkt A; x A, x ... X A, bezeichnet man
die Gesamtheit aller n-Tupel (a4, a,, ..., a,):
A x A, x... XA,

= {(ay, ay, ---,an)| aieAAa,eA, A..nd,EA,}

52

1. AcB = Byc Ay mtM>AUB

2. (Au = A

3. AUB)y= Ayn By und (AnB)y = Ayu By

51
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1.4.1.5 Kartesisches Produkt und Kreuzmenge

» Spezielle kartesische Produkte:
IRZ =IRx IR
= {(X1, X2)| X1 € IRA Xy € IR}
IR" =IRxIRx...XIR

= {(Xq, Xy o s X)) | X1 €IRAXp €IRA..A X, €IR}

> Beispiel:
A:={1,2,3}undB:={4,5}
AxB= {(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5)}
BxA= {4,1), (4, 2),(4,3),(5,1),(5,2),(5,3)}

» Wichtig: AxB = BxA

~

53



Prof. Dr. Michael Biicker

1.4.2 Abbildungen

@

H MUNSTER
University of Applied Sciences

1.4.1 Grundbegriffe der Mengenlehre
1.4.2 Abbildungen

1.4.2.1 Definition und Graph einer Abbildung

1.4.2.2 Bildmenge und Urbildmenge
1.4.2.3 Komposition von Abbildungen

1.4.2.4 Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

1.4.2.5 Inverse Abbildung

1.4.2.6 Graphen ausgewahlter Funktionen
(Ganzrationale Funktionen, Wurzelfunktionen,

gebrochenrationale Funktione

n,

Exponential- und Logarithmusfunktionen)
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1.4.2.2 Bildmenge und Urbildmenge
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1.4.2.1 Definition und Graph einer Abbildung

» Bildmenge und Urbildmenge:
mEsgelte: f:A—>B mit x ->y=f(x)
m Weiterhin gelte: Mc Aund N c B

m Dann heif3en:

fIM] = {f(x)| x e M}

fIN] = {x| xe A A f(x) e N}

die Bildmenge
von M unter f

die Urbildmenge
von N unter f

56

> Definition der Abbildung:

m Eine Vorschrift f, die jedem Element x einer Menge A genau
ein Element y einer Menge B zuordnet, heilt Abbildung von A
nach B

mf:A>B mit x ->y=1f(x)
m A heif3t Definitionsbereich von f (Dy)
B heil3t Wertebereich von f (W)
» Graph einer Abbildung:

m Als Graph einer Abbildung f bezeichnet man die Menge
graph f:= { (x, f(x)) Ix e A}

m Es qilt:
graphfc AxB

55
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1.4.2.3 Komposition von Abbildungen

» Komposition von Abbildungen

mEssind: f:A—>B mit x ->y="f(x)
g:Co>D mit y ->z=:9g(y)

und: fl[A]c C
m So heilt:
gof:A—>D mit x — z=(gof)(x) := g(f(x))

Komposition von f und g.
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1.4.2.3 Komposition von Abbildungen
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@

1.4.2.4 Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

7.

g [f(A)]

58
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1.4.2.5 Inverse Abbildung

Eine Abbildung f: A—> B mit x - y=f(x) heil3t
* injektiv:
S (VY X, X € A) (X4 # X = F(Xq) =T (X))
= (V Xy, X € A) (F(xq)=F(x2) = X1=X%z)
= Einy e B darf hdchstens einmal getroffen werden!
= surjektiv:
= f[A]=B < (VyeB)(IxeA)(f(xX)=y)
= Jedes y € B wird mindestens einmal getroffen!
= bijektiv:
& fistinjektiv und surjektiv

= Jedes y € B wird genau einmal getroffen! s

Prof. Dr. Michael Biicker N, FHMUNSTER
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1.4.2.6 Graphen ausgewahlter Funktionen

» Inverse Abbildung oder Umkehrabbildung:
Die zu einer bijektiven Abbildung
f:A>B mit x ->y=f(x)
inverse Abbildung (oder Umkehrabbildung)
ist die eindeutig bestimmte bijektive Abbildung
f1T:Bo>A mit y ->x=Ff"y)
mit der Eigenschaft:
(VxeAyeB)(x=f1(y) f(xX)=y)

» Die zu einer bijektiven Abbildung gehdrige inverse Abbildung
ist also ebenfalls bijektiv.

60

Funktionstyp Beispiel

Lineare Funktionen fiIR-IR mit x—>y=f(x)=05-x+4
Quadratische Funktionen fiIR>IR mit x— y=f(x)= x>
Kubische Funktionen fiIR>IR mit x—y=f(x)=x>
Ganzrationale Funktionen f:IR—>IR mit

héherer Ordnung x—=y=f(x)=(x-1)-(x=2)-(x+3)-(x+2)
Waurzelfunktionen fiIR,g =>IR,g mit x> y="f(x)=.x

f:IRs0 »>IRs0 mit x> y="f(x)=3 x

Gebrochenrationale ) . B 1
Funktionen f:IR,o »IR mit x—y=1f(x)= ~

Exponentialfunktion fiIR>IR. g mit x—y="f(x)=e*

Logarithmusfunktion fiIR,g »IR mit x— y="f(x)=Inx ¢t
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1.5 L6sung von Gleichungen in einer Variablen

University of Applied Sciences

Prof. Dr. Michael Biicker & FH MUNSTER
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1.5 L6sung von Gleichungen in einer Variablen

» Arten von Gleichungen:
m identische Gleichungen:

zB. (a+b)*=a’+2ab+b’
m Funktionsgleichung:
zB. f:D, > W, mit x> y="Ff(x)=x
m Bestimmungsgleichungen:
= Losung durch Aquivalenzumformungen
x-1 x-3

zB. =
X+1 X—-5

63

Prof. Dr. Michael Biicker .\\\ FH MUNSTER
‘NP University of Applied Sciences

1.5.2 Quadratische Gleichungen

151 Lineare Gleichungen a-x=b, zB. 8.x=232
15.2 Quadratische Gleichungen Satz von Vieta, pg-Formel
1.5.3 Gleichungen mit Quotienten 28 X1 _x=3

X+1 xX—-5
154 Waurzelgleichungen zB. 2.J/5—-x = 3-/8+x
1.5.5 Potenzgleichungen x*=b o x=%b

Exponential- und

156 P aX=b oder log,x=c

Logarithmengleichungen

157 Biquadratische Gleichungen ax? +bx2+c=0
Homogene Gleichungen
158a) | poharer Ordnung zB. x5 -7x* +6x° =0
Inhomogene Gleichungen
15.8b) o 9 2B. 4.x3 - 12.x2 - 52.x = 60 ||,

hoéherer Ordnung

Prof. Dr. Michael Biicker ’\\\ FH MUNSTER
‘N University of Applied Sciences

1.5.7 Biquadratische Gleichungen

> Allgemeine Form: ax> +bx+c=0 mit a=0

» Normalform: X" +

T i |T
o ofo|o

» Satz von Vieta: p p 2
)(1/2:_5i (2)_q

65

> Allgemein:  a-x* + b-x> +¢c =0
L maximal 4 Losungen
» Losungsverfahren (per Substitution):
1. Schritt: Setze statt x2 den Term z, d.h.
a-z2+bz+c=0

2. Schritt: Loése die quadratische Gleichung
Fir z erhalt man maximal 2 Losungen

3. Schritt: Bestimme x durch Lésen der Gleichung x2 = z

71
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1.5.8 Gleichungen héherer Ordnung 1.5.8 Gleichungen héherer Ordnung
» Homogene Gleichungen héherer Ordnung: » Inhomogene Gleichungen héherer Ordnung:
m Kennzeichen: m Kennzeichen:
= Absolutglied ist gleich null. = Absolutglied ist ungleich null.
m Vorgehensweise: m Vorgehensweise:
= zunachst x mit der niedrigsten Potenz ausklammern = Zerlegung in Linearfaktoren

= anschlieRend Zerlegung in Linearfaktoren bspw. mit Hilfe der Polynomdivision

= Cardanische Formeln (hier nicht)

m Beispiel: ¥ —7.x4 +6.x3 = 0 I
m Beispiel:
= x3-(x2—7-x+6):0 3 5
4.x°-12-x“-52-x+60 =0
pg-Formel & 4-(x-1)-(x-5)-(x+3) =0
72
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1.6 Ungleichungen 1.6.1 Rechenregeln
1.6.1 Rechenregeln » Multiplikation mit Zahlen

1.6.2 Ungleichungen mit Absolutbetréagen fira, b, ¢ « IR gilt

a<b A ¢c>0 = a-c<b-c
a<b A ¢c<0 = a-c>b-c

» Kehrwertbildung

fura, b € IR gilt:
a<b A abs0 = 1
a b
1 1
a<b A ab<0 = — < —
a b
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1.6.2 Ungleichungen mit Absolutbetragen

Prof. Dr. Michael Biicker

1.7 Das Summen- und das Produktzeichen
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Beispiel 1:
x| <1 o x>-1 und x <1
-1 0 1
Beispiel 2:
x| > 1 = X < -1 oder x >1
e [
-1 0 1
) ONSTES e scences

1.7.1 Das Summenzeichen und seine Rechenregeln

76

1.7.1 Das Summenzeichen und seine Rechenregeln

1.7.2 Das Produktzeichen und seine Rechenregeln

Prof. Dr. Michael Biicker

N, FHMUNSTER
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1.7.1 Das Summenzeichen und seine Rechenregeln

» Das Summenzeichen:

M-

1l
N

a=a,+a,+a,+..+a,,+a,

i: heilt Summationsindex
a: heil’t Summationsvariable

78

» Rechenregeln fur das Summenzeichen:
m Multiplikation mit einer Konstanten c:

n
Y c-a

i=1

m Additions- und Subtraktlonsregel

= Zai+Zbi bzw. Zn:(ai—bi)

n

Y (a+b,)
i=1

m Addition einer Konstanten C:

i=1

i=1

=]

79



Prof. Dr. Michael Biicker & FH MUNSTE Prof. Dr. Michael Biicker FH MUNSTE

R ‘\Q TER
‘N University of Applied Sciences ‘N University of Applied Sciences

1.7.1 Das Summenzeichen und seine Rechenregeln 1.7.2 Das Produktzeichen und seine Rechenregeln
» Doppelsummen: » Das Produktzeichen:
n
j=1 =2 j=3 j=4 B
[]a=a-a,-a;-...-a, -4,
i=1 aqy a2 a3 Aqq =1
i a1 2y, Ay B4 > Rec:menregeln far dans Produktzeichen:
-3 a3 a3, ass as, [Ic-a =c"-[[a fiir c=const.
=1 i=1
3 4 n n n
a; = a;;ta;tat+ay H(ai'bi) = Hai : Hbi
i=1 j=1 i=1 i=1 i=1
2
+a,, +a,, +a,;, +a n n
21 T dpp T dpz T dyy Hai2 _ [H aij
+83 T35 T35 +3ay 80 i1 i1
Prof. Dr. Michael Biicker Q\\/ TAMONSTER s Prof. Dr. Michael Biicker '§\\/ T eplied Scences
Gliederung 2.2 Matrizenrechnung
2 Lineare Gleichungen und Ungleichungen 2.2.1 Grundlagen der Matrizenrechnung

2.1 EinfGhrendes Beispiel

2.2 Matrizenrechnung

2.3 Lineare Gleichungssysteme

2.4 Determinanten

2.5 EinfUhrung in die lineare Optimierung

2.2.2 Rechenoperationen mit Matrizen

82
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2.2.1.1 Der Begriff der Matrix

> Matrix:

= Eine rechteckige Anordnung reeller Zahlen mit m Zeilen und
n Spalten heil3t (mxn)-Matrix (sprich: m Kreuz n Matrix).
Haufig verwendet man das Symbol A oder andere

GroRRbuchstaben.
z.B.:
8 4 1 a,, a a
A, = oder allgemein: A,,=| ' 7 °®
5 2 3 Ay A, A,

= a; heildt das in der i-ten Zeile und j-ten Spalte stehende Element
dieser Matrix.

Prof. Dr. Michael Biicker ), FHMUNSTER
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2.2.1.2 Hauptdiagonale und Nebendiagonale

84
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2.2.1.1 Der Begriff der Matrix

» Diagonalen einer Matrix:

ayy 3 ... @y Nebendiagonale
a21 a22 a2n

Aan =
am1 am2 amn___

86

» Allgemein formuliert man:

a11 a12 a1n

a21 a22 a2n
Amxn =

am1 am2 amn

> Sind alle Elemente a;; der Matrix gleich null (a; = 0),
dann handelt es sich um eine Nullmatrix. Man schreibt: 0,

85
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2.2.1.3 Sonderfille von Matrizen

» Eine (mx1)-Matrix heifl3t Spaltenvektor.

1
zB. a=| 2
4

» Eine (1xn)-Matrix nennt man Zeilenvektor

zB. b=(3 2 6)

87
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2.2.1.4 Transponierte einer Matrix 2.2.1.5 Spezielle Matrizen
» Transposition: » Quadratische Matrix:

m Vertauscht man Zeilen und Spalten einer Matrix, so erhalt m Giltm =n (Zeilen;ahl = Spaltenzahl), dann handelt es sich um eine
man die transponierte Matrix. quadratische Matrix, z.B. A;,5 oder B,,, etc.
® Man spricht auch von einer n-reihigen Matrix.
m Aus einer Matrix A, mit den Elementen aj erhalt man

durch Transponieren eine neue Matrix B, mit b; = a » Symmetrische Matrix:

i

m Die zu A, transponierte Matrix heif3t: A;Xn =B, " Evienr?anla?iﬁ?;iiscjh;ly :tri_x; eiit symmetrisch,
; - 8jj = gji

m Esgilt: (A7) = A - i

g ( ) > Diagonalmatrix:

mzB: 8 5 m Eine quadratische Matrix heif3t Diagonalmatrix,
8 4 1 T wenn fur alle i, jmiti =] gilt: a; = 0
Aoxs = = Ax3=Bzw=]4 2
5 2 3
1 3 88 89
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2.2.1.5 Spezielle Matrizen 2.2.1.5 Spezielle Matrizen
» Einheitsmatrix: » Dreiecksmatrix:
m Eine Einheitsmatrix ist eine Diagonalmatrix, m Eine quadratische Matrix, deren samtliche Elemente unterhalb
wobei fur alle i = j gilt: a; = 1 (oberhalb) der Hauptdiagonalen gleich Null sind, heiRt obere
m Die Einheitsmatrix wird mit dem Buchstaben E bezeichnet: E,,, (untere) Dreiecksmatrix.
(1 0 0 0]
010 .0 Obere Dreiecksmatrix: Untere Dreiecksmatrix:
Exn=/0 0 1 .. 0 a; =0 furalle i>] a; =0 furalle i<j
000 ..0 z. B. 7 B.
L0 00 1] 12 6 100
A=0 4 1 B={2 30
® Man spricht auch von einer n-reihigen Einheitsmatrix, ihre 00 3 17 4
Spaltenvektoren heiRen kanonische Einheitsvektoren des IR". " o
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2.2.2.1 Addition und Subtraktion von Matrizen

» Weitere Rechenregeln fur die Matrizenaddition

1. Kommutativgesetz:

A + Brn = Brn + A
2. Assoziativgesetz:

(Aman + Bmn) + Crn = Amn + (B
3. Transposition:

(Amxn + Bmxn)T = AT + BT

mxn mxn

» Analoges gilt fur die Matrizensubtraktion

93
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

Prof. Dr. Michael Biicker

2.2.2.2 Multiplikation von Matrizen
mit einem Skalarfaktor

@ FH MUNSTER

University of Applied Sciences

» Formale Vorgehensweise zur Matrizenmultiplikation:
Jede Zeile von A wird mit jeder Spalte von B multipliziert:
C11 C12

|:a11 a12} . |:b11 b12} _ {a11'b11+a12'b21 a11-b12+a12-b22 }
dy; Ay b21 b22 a21'*3)11*"’5‘22'bz1 a21'b12+azz'bzz

C21 C22

Voraussetzung ist somit, dal eine Zeile der Matrix A genauso
viele Elemente besitzt wie eine Spalte der Matrix B.

96

» Rechenregeln fir die Multiplikation einer Matrix
mit einem Skalarfaktor:

1. 0’Amxn = 0mxn

2 (7“1 }\‘2) : Amxn = 7\‘1 : (7\'2'Amxn)

3. 7"'(Amxn + Bmxn) = 7"'Amxn + 7\"Bmxn
4 (}"1 + 7\‘2) Amxn = 7\‘1 : Amxn + 7\‘2 ' Amx

n

Prof. Dr. Michael Biicker

2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

95
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> Beachte:

m Das Kommutativgesetz gilt hier NICHT!
Das bedeutet:

A-B = B-A

97
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2.2.2.3 Multiplikation von Matrizen und
deren inhaltliche Interpretation

» Rechenregeln fur die Matrizenmultiplikation:

98
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2.2.2.4 Die Inverse einer Matrix
und ihre Eigenschaften

Prof. Dr. Michael Biicker
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2.2.2.4 Die Inverse einer Matrix
und ihre Eigenschaften

» Beachte:

m Die inverse Matrix ist nur fir quadratische Matrizen definiert!
m Nicht jede quadratische Matrix hat eine Inverse.

Die Matrix [; 8} hat keine Inverse.

m Sind zwei Matrizen A und B zueinander invers, so laldt sich dieser
Sachverhalt durch Multiplikation der beiden Matrizen Gberprifen:

A-B=E

100

> Inverse Elemente bei der Multiplikation von Zahlen:

1

3.3 =3.
3

=1

> FUr die zur Matrix A inverse Matrix A-1 gilt (&hnlich wie oben):
A-A"=E und A'TA=E

» Die Division von Matrizen ist nicht definiert:

g ist nicht definiert !
99
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2.2.2.4 Die Inverse einer Matrix
und ihre Eigenschaften

> Rechenregeln:

A" mit celR und ¢c#0

101
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

nces.

2.3.1 Der Begriff des linearen Gleichungssystems

2.3.2 Grundlagen sowie Kriterien fir die Losbarkeit
linearer Gleichungssysteme

2.3.3 Aufstellung und Lésung linearer Gleichungssysteme
dargestellt an einem einfachen Beispiel
mit zwei Unbekannten und zwei Gleichungen

2.3.4 Gaul-Algorithmus und vollstandiges Eliminationsverfahren
2.3.5 Ldsbarkeit und Rang einer Matrix

2.3.6 LOsung mittels Matrixinversion

2.3.7 Anwendungsbeispiele

Prof. Dr. Michael Biicker
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2.3.2.1 Homogene und inhomogene
Gleichungssysteme

102
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2.3.1 Der Begriff des linearen
Gleichungssystems

F
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> Lineares Gleichungssystem:

(1) a;"X + a5, X, + ...+ a,-X, b,
(2) a, X, + @y-X, + ... + @y, X, =Db,
(m) a, X +a,X, +..+a,X, =Db,

= Das Gleichungssystem heif3t homogen, wenn fur alle b; gilt:
b=0miti=1,2,..,m.

= Ist ein b; ungleich null, so spricht man von einem
inhomogenen Gleichungssystem.

105

» Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit
m Gleichungen und n Lésungsvariablen xy, ..., X,:

(1) adq1 - X4
(2) d21-X1 + QAx-X2 + ...

+ AQu2-X2 + ...+ am-Xn = by

+ @on-Xn = by

(m) am']'X'] + amz'Xz + ... + amn'Xn = bm

mit (Vie{l,...m}je{l,...n})(a;elR AbelR)

> Kennzeichen:

= Alle Lésungsvariablen (= Unbekannten) treten nur
in der ersten Potenz auf.

= Alle Lésungsvariablen (= Unbekannten) sind nur additiv verkn(pft.

» Die (konstanten) Zahlen a,, ..., a,,, heiRen Koeffizienten, die
Zahlen by, ..., b,, heillen rechte Seiten des Gleichungssystems.

Prof. Dr. Michael Biicker
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2.3.2.3 Lineare Abhangigkeit von Gleichungen

103
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» Linear unabhangige Vektoren:

m Die m Zeilenvektoren a; (miti =1, ..., m) heillen linear
unabhangig, wenn sich der Nullvektor 0 nur als triviale
Linearkombination dieser Vektoren darstellen Iasst:

Sa-a=0 = =0 fir alle i=1,..,m
i=1

m Die n Spaltenvektoren a; (mitj =1, ..., n) heilen linear
unabhangig, wenn sich der Nullvektor 0 nur als triviale
Linearkombination dieser Vektoren darstellen Iasst:

3% -8=0 = ;=0 fur alle j=1,...n

=
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2.3.4.1 Koeffizientenmatrix und erweiterte Matrix
in der Matrizenschreibweise

» Matrizendarstellung:

d;; Ay ay, X4 b,
dy Ay a, X2 | _ b,
am1 am2 amn Xn bm
bzw
Amxn Xt = bmx1

108
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2.3.4.2 Elementare Zeilentransformationen
an der erweiterten Matrix

» Elementare Zeilenumformungen:

m Zeilentausch
m Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl
m Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

» Die Menge der Losungen bleibt stets erhalten!

110
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2.3.4.1 Koeffizientenmatrix und erweiterte Matrix
in der Matrizenschreibweise

$
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» Matrizendarstellung:

(A [b] -

Prof. Dr. Michael Biicker

a1 1 a12 a1n b1
a21 a22 aZn b2
am1 am2 amn bm

Koeffizientenmatrix

erweiterte Matrix

2.3.4.3 GauB-Algorithmus

109

'\\\ FH MONSTER

2\ 4

nnnnnnn ity of Applied Sciences

» Gaul-Algorithmus
m Umformen der Matrix zu einer oberen Dreiecksmatrix

m AnschlielRend Ruckibersetzung

[A1b]-

0 00O

1M1
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2.3.4.4 Volistandiges Eliminationsverfahren

> Vollstandiges Eliminationsverfahren (Gaul3-Jordan-Verfahren)
m Umformen der Matrix zu einer Einheitsmatrix

m Die Losung kann jetzt direkt abgelesen werden. Eine
Rucklbersetzung ist nicht erforderlich!

10 00
[A\b]: R 0100
0 010
0 0 0 1

112
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2.3.6.1 Matrixinversion mit Hilfe des
volistandigen Eliminationsverfahrens
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2.3.5 Losbarkeit und Rang einer Matrix

» Zusammenhang zwischen regularer Matrix A
und der Inversen A"

A-AT=ATA=E

» Berechnung des Losungsvektors x eines linearen
Gleichungssystems Uber Zeilentransformationen an der
erweiterten Matrix (vollstandiges Eliminationsverfahren):

A-x =b = erweiterteMatrix [A|b ]

» Berechnung der Inversen gleichermalf3en mit Hilfe des
vollstandigen Eliminationsverfahrens:

A-A" =E = ‘erweiterte Matrix" [A|E ]

» Das System ist genau dann
m unlésbar, wennrang A<rang[A | b]
m |Osbar, wennrang A=rang[A|b]
¢ eindeutig I6sbar, wennrang A=rang[A|b]=n

& universell I6sbar, wennrang A=rang[A|b]<n
Dann sind d = n —rang A Parameter frei wahlbar.

mit
n = Anzahl der Variablen
Rang = Anzahl der im System enthaltenen unabhangigen

Zeilenvektoren (,Anzahl der Kanten®)
(Anm.: Berechnung des Rangs mittels Gaul3-Verfahren moglich) 13

Prof. Dr. Michael Biicker
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2.3.6.2 Nutzung der Matrixinversion fir Gleichungs-
systeme mit mehreren rechten Seiten

> Allgemeine Form des linearen Gleichungssystems:
A-x=>b

» Losung mit Hilfe der Matrixinversion:
= Multipliziere beide Seiten (von links!) mit der Inversen A™':

AT Ax=A"Db
o Ex=A"b
&  x=A"b
= Beachte:
Da das Kommutativgesetz bei der Matrizenmultiplikation nicht gilt,

muss auf beiden Seiten der Gleichung ,von links* multipliziert
werden! 115
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2.3.7 Anwendungsbeispiele 2.4 Determinanten
» Okonomische Zusammenhange: 2.4.1 Der Begriff der Determinante
G=E-K 2.4.2 Die Berechnung von Determinanten
E =p-x 2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten
K=Ky + Kix = Kyar - X + Kgy 2.4.4 Lo6sung eines linearen Gleichungssystems
mit Hilfe von Determinanten: Die Cramersche Regel
mit g : (E;fk.\;\ggn 2.4.5 Die Berechnung der Inversen mittels der adjungierten Matrix
K := Kosten
p := Preis
X = Menge
K,or := Vvariable Kosten (abhangig von der Menge)
Kix = fixe Kosten (unabhangig von der Menge)
kyar := variable Stlckkosten 17 118
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2.4.1 Der Begriff der Determinante 2.4.1 Der Begriff der Determinante
> Begriff der Determinante: > Interpretation:
= Eine Determinante bildet eine quadratische Matrix m Der Absolutwert der Determinante einer 2x2-Matrix gibt
auf ein Skalar ab. den Flacheninhalt des von zwei Vektoren aufgespannten

Parallelogramms wieder.

> Schreibweise: m Der Absolutwert der Determinante einer 3x3-Matrix gibt

= det [A] das Volumen des von drei Vektoren aufgespannten Spats
(ein in den Raum erweitertes Parallelogramm) wieder.
> Beispiel: .
Nebendiagonale
=

1 5
T~

det{3 2}:3-5—2-1:13

119 120
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2.4.2.1 Die Regel von Sarrus

» Anwendungsbereich der Sarrus‘schen Regel:

= Die Sarrus‘sche Regel kann nur zur Berechnung von
Determinanten von 2x2- und 3x3-Matrizen angewendet werden!

» Vorgehensweise der Sarrus‘schen Regel:
m zunachst Matrix ,erweitern®
m anschlieflend Produkte der Haupt- und Nebendiagonalen bilden

m Produkte der Hauptdiagonalen addieren, Produkte der
Nebendiagonalen subtrahieren

> Beispiel: 1 2 3
A=| 2 2 4
6 1 2
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2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace
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2.4.2.1 Die Regel von Sarrus

» Anwendungsbereich und Grundidee
des Entwicklungssatzes nach Laplace:

m Der Satz kann zur Berechnung der Determinanten von Matrizen
jeglicher Grofie herangezogen werden.

m Determinanten werden mit Hilfe dieses Satzes
um eine Dimension reduziert.

m Determinanten konnen nach verschiedenen Zeilen
oder Spalten entwickelt werden.

» Darstellung der Vorgehensweise an einem Beispiel:
1 2 3
A=| 2 2 4
6 1 2 123

1 2 3 1 2 31 2
A=|2 2 4 | Ewetem ) 2 2 4|2 2
6 1 2 6 1 26 1
Nebendiagonalen
1 2 3[1 2 1 2 3|1 2
2 2 4|2 2 2 2 4|2 2
6 1 26 1 6 1 26 1

detA =122 +246+3-21-3-26-14.1-2.2.2=10
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2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

= Entwicklung nach der ersten Zeile:

1 2 3
det| 2 2 4
6 1 2

= Die Elemente der ersten Zeile werden mit den Unterdeterminanten
multipliziert, die sich ergeben, wenn die Zeile und die Spalte des
jeweiligen Elements aus der Matrix gestrichen wird. Die
Verknupfung der Terme erfolgt nach einem bestimmten Schema!

1 2 3 1 2 3 1 2 3
2 2 4 2 2 4 2 2 4
6 1 2 6 1 2 6 1 2

124
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2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

Prof. Dr. Michael Biicker

2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

‘\Q FH MUNSTER
'/ University of Applied Sciences

= Die Determinante der Matrix A berechnet sich nun wie folgt:

Prof. Dr. Michael Biicker

1 2 3
2 2 4
6 1 2

1-det 2 4 — 2-det 2 4 + 3-det 2 2
1 2 6 2 6 1

1.(2:2-4-1) - 2.(2.2-4-6) + 3-(2:1-2-6)
1.0 - 2-(-20) + 3-(-10)
40 - 30 = 10

), FHMUNSTER
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2.4.2.2 Der Entwicklungssatz nach Laplace

> Die Verknupfung der Terme erfolgt nach dem folgenden
Vorzeichenschema (,Schachbrettmuster®):

» Anmerkung:

= Es kann nach jeder beliebigen Zeile oder Spalte entwickelt werden.
Am einfachsten ist es, wenn man die Zeile oder Spalte mit den

. .
-+
+ -
-+

+

+

meisten ,Nullen“ wahlt!

Prof. Dr. Michael Biicker

2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

N, FHMUNSTER
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> Beispiel Dreiecksmatrix:

= Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem
Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen!

3 2 3
0o 2 1
0 0 4

3-det 2 1 — 0-det 2.3 + 0-det 23
0O 4 0 4 2 1

3.(2:4-01)-0+0=23.24=24

127

1. det(A-B) = det(A) det (B)

det (

2. det (2

det [

R

4 0
0 2

1
det (A)

}: 8-0=8 und det{

)

1
det {

det {

7

1
3

2
18

o

1 2
1 3

}:18—14:4

|

= (4-0)-(3-2) =4

1/4
0

0
1/2

|

1

1

- _0=_

8

8
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2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten
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2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

3. det(A) = det (AT)

det[1 2}:4—6:—2 und det{1 3

=4-6=-2
: }

4. Werden zwei Zeilen oder Spalten vertauscht, so
wechselt das Vorzeichen der Determinante:

3 4

det1 2 =4-6 =-2 und det
1 2

=6-4=+2
;s }
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2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

5. Wird zu einer Zeile (oder Spalte) einer Matrix das A-fache
einer anderen Zeile (bzw. Spalte) addiert, verandert sich der
Wert der Determinante nicht:

1 2

2 7

det1 2 =5-2=3 und det
1 5

}:7—4:3

6. Wird jedes Element einer Zeile (oder Spalte) mit A multipliziert,
so andert sich der Wert der Determinante um das A-fache.

1 2
4-det[ }:4.(5—2):12
15

und det ! 2 =20-8 =12
4.1 4.5
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2.4.3 Rechenregeln fur Determinanten

7. det(r-A..)=2-det(A,,)

det 4-1 2 :det4 8 =80-32 = 48
1 5 4 20

= 42-detﬁ ﬂ =16-(5-2) = 48

131

8. det(A,,)#0 < rang(A,,) =n

Ein Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten ist
somit nur dann eindeutig I6sbar, wenn die Determinante der
Koeffizientenmatrix ungleich null ist, d.h., wenn die Zeilen linear
unabhangig voneinander sind!

det =3.(2-0)-0+0=6

o O W

1
2
0

-~ O O

aber det

O O W
O N =
o O O
Il
o

132
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2.4.4 Die Cramersche Regel

» Anwendungsbereich : » Cramersche Regel:
= Eindeutig I6sbare
lineare Gleichungs-

systeme der Form: det[b,a,, a;, .. ]

Prof. Dr. Michael Biicker
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2.4.5 Die Berechnung der Inversen
mittels der adjungierten Matrix

X4 =
! det A
A -x=b o,  Get [a,,b,a,,...]
, =
bzw_ detA
— det |a,, a,,b, ...
[a;,a5,a;,...]- x = b Xy = [d1 t; ]
e
O IO e

2.4.5 Die Berechnung der Inversen
mittels der adjungierten Matrix

» Vorgehensweise zur Bestimmung der adjungierten Matrix:

m Zunachst wird die Matrix transponiert
(dies kann auch zu einem spéateren Zeitpunkt geschehen).

m Die adjungierte Matrix ergibt sich dann das Matrix der
Unterdeterminanten der transponierten Matrix, wobei wiederum
das Vorzeichenschema des Entwicklungssatzes nach Laplace
berucksichtigt werden muss. Fur eine 3x3-Matrix lautet die

Adjunkte:
+dety; —det;, +det
adj(A) = | —dety; +det,, —det,,
+det;; —det;, +detys

Die Unterdeterminanten erhalt man wiederum durch Streichen der

zu einem Element zugehorigen Zeile und Spalte.
135

» Zur Berechnung der Inversen kann die adjungierte Matrix,
bezeichnet mit adj (A), herangezogen werden:

1
det A

ATl =

- adj (A)

134
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2.5 Einfuhrung in die lineare Optimierung

2.5.1 Problemstellung
2.5.2 Beispiel fur Standard-Maximum-Problem

2.5.3 Graphische Loésung des Beispiels

138
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Beispiel fur ein Standard-Maximum-Problem
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2.5.2 Beispiel fir ein Standard-Maximum-Problem

> Allgemeine mathematische Formulierung der Aufgabe:

Maximiere die lineare Zielfunktion:  Z = ¢,-x; + ¢, X,

unter den linearen ¢ Xy + A5 Xy <
Nebenbedingungen:

und unter den

Nichtnegativitatsbedingungen: X420 und x5, 20

Prof. Dr. Michael Biicker

.§\\/ FH MUNSTER

University of Applied Scien

Gliederung

> Allgemeine Formulierung eines Maximum-/Minimum-Problems

in Matrizenschreibweise:

Maximiere bzw. minimiere: Z=c'-x
>
unter den Nebenbedingungen: A-x { = }
<
und unter den .
Beschranktheitsbedingungen: < x. <u furallei

3
II_II

lower bound (untere Grenze
upper bound (obere Grenze

Es kdnnen Ganzzahligkeitsbedingungen flr einige oder alle
Variablen x; hinzutreten. Man spricht dann von der ganzzahligen
140 linearen Optimierung/Programmierung.
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3.2 Der Begriff der Folge und Reihe

3 Folgen, Reihen und Grenzwerte

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

EinfUhrendes Beispiel

Der Begriff der Folge und Reihe

Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen

Geometrische Zahlenfolgen und Reihen

Konvergenz und Divergenz von Zahlenfolgen und Reihen

» Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man
eine Abbildung

f:A—>B mit n—>f(n) und AcIN und BcIR

Jedem n e Aiist ein a,:=f(n) € B zugeordnet.

Man schreibt hierfir (a,),n 0der (a4, a,, as, ...) und nennt a, das

n-te Glied der Folge.
> Kurz:

nhen = (81, 8@, @3, ..., @y, 2 )nen

14

144 Folge Glieder der Folge

145
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3.2 Der Begriff der Folge und Reihe 3.2 Der Begriff der Folge und Reihe
> Folge: > Alternierende Folge (Reihe):
Eine Folge (Reihe) heil’t alternierend, wenn die Glieder
@nhnen = (@1, 82, 83, -+, 8, ) nen abwechselnd positiv und negativ sind.
> n'te Pal‘tla|8umme Z. B (an)ndN = (a1, az, a3, ) m|t a1>0, a2<o, a3>0 Uusw.
n
Sp=a;tay+agt..+a, = ).a
i=1
» (unendliche) Reihe:
= Folge der Partialsummen
n
(Snhhen = (z ai]
i=1 nelN 146 147
Prof. Dr. Michael Biicker .§\\1 LFJ:\veUr::(SyTg?Applved stionces Prof. Dr. Michael Biicker ’§\\/ E:\Te?::(syToE?AppliedS ccccccc
3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen 3.3 Arithmetische Zahlenfolgen und Reihen
> Arithmetische Zahlenfolge: » Okonomische Anwendung arithmetischer Zahlenfolgen:

Eine Zahlenfolge, bei der die Differenz zweier beliebiger Verzinsung einer Einmalzahlung K, ohne Zinseszins

benachbarter Glieder konstant ist, heil3t arithmetische Folge. Berechnung des Kapitals K nach n Jahren:

= (3d e IR)(vn €IN) (a4 —a,=d) K, = Ko+ Ko Zinssatz - n, nelN

> n-tes Glied einer arithmetischen Zahlenfolge:

a,=a+(n-1)-d

» n-te Partialsumme einer arithmetischen Reihe:
n-(n-1)

Sp=Nna +—o

d =2 (2:a+0-1d)=
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3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen

» Geometrische Zahlenfolge:

Eine Zahlenfolge, bei der der Quotient zweier beliebiger
benachbarter Glieder konstant ist, heil3t geometrische Folge.

«= (3q e IR0} (Vn e |N)("“”a;1 =q)

> n-tes Glied einer geometrischen Zahlenfolge:

a,=a; q"!

» n-te Partialsumme einer geometrischen Reihe:

, falls q=1
, falls q=1

150
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3.5.1 Der Begriff der Konvergenz und Divergenz

> Gibt es zu einer Folge (a,) eine reelle Zahl a so, dass sich zu
jeder noch so kleinen Zahl ¢ > 0 eine natlrliche Zahl n, so finden
lant, dass

la,—al<¢ fiirallen>n,

gilt, so heil3t a Grenzwert der Zahlenfolge (a,,), und man nennt
die Zahlenfolge konvergent mit dem Grenzwert a.

Man schreibt: [im a,=a

n— o

» Mathematisch:

(FaelR) (Ve>0) (3n,eIN) (vn=n,) (la,—al<e)

153
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3.4 Geometrische Zahlenfolgen und Reihen

» Okonomische Anwendung geometrischer Zahlenfolgen/-reihen:

m Verzinsung einer Einmalzahlung K, mit Zinseszins
(Zinsen werden mit angelegt und auch verzinst)

Berechnung des Kapitals K nach n Jahren:

K,=Ky* (1 + Zinssatz)", n e IN;

(Ko, Ky, Ky, Ky, ...) ist eine geometrische Zahlenfolge.

m Sparplan/(nachschissige) Rentenrechnung:

jahrlich gleich bleibende Einzahlung a; am Jahresende,
Verzinsung mit Zinseszins

Berechnung des Kapitals K nach n Jahren, q = 1+ Zinssatz:

Kn:a1-1_q

, nelN
1-q
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3.5.1 Der Begriff der Konvergenz und Divergenz

Konvergent: Folge

S ow Konstante
(genau 1 Haufungspunkt)

Divergent: Folge n— oo + o oder gegen

mehr als einen Haufungspunkt

> (ap)nan konvergent = (ap)nan beschrankt

» (a,)nany Monoton und beschrankt = (a,),on konvergent
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3.5.2 Grenzwertsiatze

> Es sei:
ima,=a , limb, =b
n—oo N—o

» Dann gilt:

1.lim(a,+ b,) = lima, +limb, = a+b

n—oo n—oo n—o

2.lim(c-a,) = c-lima, = c-a

n—o n—o0

3.lim(a,-b,) = (lima, )-(limb, ) =a-b
n—oo n—o0 n—o
4. Es sei zusatzlich b = 0. a lim a, a
. | n _ noow —
Dann gilt: iIm-—+ = =% — = —
n—>o bn lm bn b 155
R\ i -

3.5.3 Bestimmung der Grenzwerte von
konvergenten Folgen und Reihen
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3.5.3 Bestimmung der Grenzwerte von
konvergenten Folgen und Reihen

,Brucke*

_— T

,hochste Potenz ,hochste Potenz ,hochste Potenz

im Zahler” im Nenner” sowohl im Zahler als
auch im Nenner*
~1-n? ~ 5n 4 - 3n-2
" 3+2n " 1-2n? " 1-2n
-t -0 — Koeffizient

(hier: -3/2)

157

> Bestimmung des Grenzwertes einer konvergenten Folge oder
Reihe mit Hilfe von:

m Grenzwertsatzen (siehe vorherige Seite)

oder

m allgemein gultigen ,Briucken® (siehe nachste Seite)
oder

m Regel von I'Hospital (unter bestimmten Bedingungen,
siehe Kapitel 4)

156
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3.5.3 Bestimmung der Grenzwerte von
konvergenten Folgen und Reihen

> Grenzwert der geometrischen Reihe firn — «

und |q < 1:
lims, = lim a,- 1=q9° _ a, L
n— o n— o 1_q 1_q

» Exkurs: Eulersche Zahl e

lim (1+1) = e = 2,7182818...

n—o n

158
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4 Funktionen
4.1 Einflhrendes Beispiel
4.2 Der Begriff der Funktion
4.3 Die Darstellung von Funktionen
4.4 Mathematische Funktionstypen
4.4.1 Mathematische Funktionstypen

4.4.2 Ausgewahlte Eigenschaften
mathematischer Funktionstypen

4.5 Okonomische Anwendungen
4.5.1 Einige wichtige 6konomische Funktionen
4.5.2 Die Break-Even-Analyse

Prof. Dr. Michael Biicker N, FHMUNSTER

4.3 Die Darstellung von Funktionen

159
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4.2 Der Begriff der Funktion

3. Graphische Darstellung
des Funktionsverlaufs
in einem Koordinaten-
system

1.Darstellung in
Gleichungsform
(Funktionsgleichung)

y =f(x)=(x =1 -2
2.Darstellung durch eine
Wertetabelle
X 1101123

y=fx)] 2 [-1]2]-1]2

4

161

» Eine Abbildung
f:A>B mit x>y=f(Xx)

heil3t (reelle) Funktion einer (reellen)Variablen,
falls AcIRund B c IR.

Jedem Element aus A wird somit eindeutig ein Element
aus B zugeordnet.

» Schreibweisen:

m Explizite Schreibweise: y =f(x) z.B. y=x2+1
m Implizite Schreibweise:  f(x,y)=c zB. x2—y=-1
160
R\ ki ——

4.4.1 Mathematische Funktionstypen:
Reelle Funktionen

» Algebraische Funktionen:
m ganzrationale Funktionen (Polynome)
& Polynom ersten Grades (lineare Funktionen)
y=f(x)=a-x+b
& Polynom zweiten Grades (quadratische Funktionen)
y=f(x)=a+b-x+c-x*
& Polynom dritten Grades (kubische Funktionen)
& Polynom hoheren Grades
y=f(x)=a,-x"+... +a,-x* +a,-x+a,
m gebrochenrationale Funktionen (Quotient aus zwei Polynomen)
m irrationale Funktionen: Wurzelfunktionen
z.B. y:f(x):«& 162
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4.4.1 Mathematische Funktionstypen:
Reelle Funktionen

» Transzendente Funktionen
m Exponentialfunktion
y =f(x)=b
m logarithmische Funktionen
y =f(x) =log, x
m (trigonometrische Funktionen)
z.B. y=f(x)=sinx
y =f(x) =cosx
y =f(x)=tanx
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4.4.2 Ausgewahlte Eigenschaften
mathematischer Funktionstypen
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4.4.2 Ausgewahlte Eigenschaften
mathematischer Funktionstypen

> Nullstellen: f(x) = 0

» Beschranktheit: lim f(x)# 2o und kein Pol existent

X—>1o0
» Monotonie:

® monoton wachsend: x, <x, = f(x,)
m monoton fallend: X, <X, = f(x,)

f(x,) fiiralle x,, x, €ID

<
>f(x,) furallex,,x,elD

165

> Definitionsllcken: (siehe hinten)
m L{icke (stetig fortsetzbar)
m Sprung
m Pol (unendlicher Sprung) mit/ohne Vorzeichenwechsel

» Grenzwert oder Limes (lim f(x;)):
(Definition und Berechnung des Grenzwertes siehe hinten)
= derjenige Wert, dem sich die Funktion f in der Umgebung der

betrachteten Stelle x, annahert. Ein solcher Grenzwert existiert
jedoch nicht in allen Fallen.

> Stetigkeit: fheillt stetig < |im f(x)=f(x,) furalle x,<ID,

xelD

d.h. Grenzwert = Funktionswert
164
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4.4.2 Ausgewahlte Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Definitionsliicken

Pol (unendlicher Sprung)
y

Liicke Sprung J Ehne VZW
y y
/ / X

kmit VZW

X
\ 166
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4.4.2 Ausgewahlte Eigenschaften mathematischer
Funktionstypen: Bestimmung von Grenzwerten

» Bestimmung des Grenzwertes einer Funktion mit Hilfe von
m Grenzwertsatzen fur Zahlenfolgen (siehe Kapitel 3) oder
m allgemein gultigen ,Bricken® (siehe Kapitel 3) oder

m Regel von de I'Hospital:

= Der Grenzwert des Quotienten zweier differenzierbarer

Funktionen im Punkt x; (kann auch * « sein) - beide
Funktionen haben den Grenzwert Null (Typ % “) oder beide
Funktionen divergieren gegen + « (Typ ,~), ist gleich dem
Grenzwert des Quotienten der Ableitungen im Punkt x,, wenn
dieser Grenzwert existiert: \

. f(x) . (%)

lim —= = lim

X=X g(x) X=X g'(x) 167
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4.5.1 Einige wichtige 6konomische Funktionen
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4.5.1 Einige wichtige 6konomische Funktionen

» Preis-Absatz-Funktion (PAF):

Preis = f (Absatzmenge)
Nachfragefunktion (als Umkehrfunktion der PAF):
Nachfragemenge = f ' (Preis)
» Erlés-/Umsatzfunktion:
Erlés = Preis - Menge

» Gewinnfunktion:

Gewinn = Erlése - Kosten
170

» Produktionsfunktionen:

= Ausbringungsmenge (x) als Funktion von der
Faktoreinsatzmenge (r)

x=f(r) = r=f"(x)

» Kostenfunktionen:

Kosten = variable Beschaffungskosten + fixe Kosten
Faktorpreis - Faktormenge  + fixe Kosten

q ' r + Kfix

169

Prof. Dr. Michael Biicker ), FHMUNSTER
D>
v

University of Applied Sciences

4.5.2 Die Break-Even-Analyse

» Fragestellung der Break-Even-Analyse:
m Wann ist der Gewinn gleich null?
m Wann entspricht der Umsatz genau den Kosten?

» Pramissen der Break-Even-Analyse:
m Ein-Produkt-Unternehmen
m Produktionsmenge = Absatzmenge

m Konstanz der Daten im Zeitablauf
(Preis, fixe Kosten, variable Kosten usw.)

172
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Gliederun 5.2.1 Differenz, Differenzenquotient,
9 Differentialquotient und Differential
5 Differentialrechnung I:
Funktionen mit einer unabhangigen Variablen f(x)
PP - Steigung der Geraden/
5.1 EinfGhrendes Beispiel Vbzw. der Sekante
5.2 Grundzlge der Differentialrechnung f(X, + AX) 7\ = Differenzenquotient
5.2.1 Differenz, Differenzenquotient,
Differentialquotient und Differential Af(x,,X) = absolute
5.2.2 Ableitungsregeln Anderung
5.3 Diskussion algebraischer und transzendenter Funktionen f(Xo) 1= N
5.4 Okonomische Anwendung der Differentialrechnung ax
5.4.1 Bestimmung und Interpretation von Extremwerten Ax —
Okonomischer Funktionen Xo Xo T AX=X X
5.4.2 Okonomische Male .
Q) DT, s scencs Q) DT, s seences
5.2.1 Differenz, Differenzenquotient, 5.2.1 Differenz, Differenzenquotient,
Differentialquotient und Differential Differentialquotient und Differential
» Absolute Anderung:
Af(xo,X) = F(X)—F(Xg) = F(X, +AX)—F(x,) f(x)
> Differenzenquotient: (%, + AX) )28
£(x ) = F(Xo + AX) = (x,) Steigung der Tangente
Ax? AX _— = Ableitung in xq
» Differentialquotient/Ableitung:
df ey e F(%g + AX) — (%) F(%o) 7
&(Xo) = fi(x,) = A')'(TO Ax
> Differential: o 1 A0 F0) X, X, + AX = X X
() = (s)-x = fim F00 S0 = (e, 1
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5.2.2 Ableitungsregeln

» Produktregel:

y=9d(x)-h(x)=g-h = y =g -h+g-h

» Quotientenregel:

_9(x)_g -h-g-h
“hyTh 7Y h?

> Kettenregel:

y=9df(x)) = y= gf(x) - f(x)

duRere innere
Ableitung Ableitung

178
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5.2.2 Ableitungsregeln

Prof. Dr. Michael Biicker

5.2.2 Ableitungsregeln

Funktion Ableitung

f(x)=¢" f'(x)=¢"
f(x)=Inx fi(x) = 1
X
f(x)=a" f'(x)=a*-Ina
oy ]
f(x) =log,x fi(x)= <Ina

180

> ,Potenzregel”:

n

y=x" = y=n-x""
> Faktorregel:

y=c-f(x) = y'=c-f(x)

» Summenregel:

y=9x)+h(x) =y =g(x)+h(x)

Prof. Dr. Michael Biicker

5.3 Diskussion algebraischer und
transzendenter Funktionen

» Definitionsllicken und Stetigkeit (siehe Kapitel 4)
» Beschranktheit (siehe Kapitel 4)

> Nullstellen (siehe Kapitel 4)

» Differenzierbarkeit

» Monotonieverhalten und Extremwerte

» Krummungsverhalten und Wendepunkte

» Graphische Darstellung (siehe auch Kapitel 4)
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5.3 Diskussion algebraischer und
transzendenter Funktionen

Prof. Dr. Michael Biicker &) s
'/ University of Applied Sciences

5.3 Diskussion algebraischer und
transzendenter Funktionen

> Stetigkeit:
Rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert existieren und stimmen mit
dem Funktionswert Uiberein (siehe Kapitel 4):
lim f(x)= lim f(x)=f(x,) faralle x,€ID
X—=>Xo X—=>Xo

X< X X > X

» Differenzierbarkeit:

Grenzwert des Differenzenquotienten existiert (d.h. #t«) fur alle Werte
X, des Definitionsbereichs. Diesen Grenzwert bezeichnet man als die
Ableitung von f (an der Stelle x;) und schreibt f'(x ).

lim f(X) — f(XO) — fr(xo)

X=X X=Xy

far alle x,<ID

An den Randpunkten des Definitionsbereiches ist eine Funktion f(x) nur
einseitig differenzierbar. 182
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5.3 Diskussion algebraischer und
transzendenter Funktionen

» Monotonie:
m monoton steigend < f(x)>0
m monoton fallend <~ f(x)<0
m streng monoton steigend <= f(x)>0
m streng monoton fallend o f(x)<0
> Relative Extrema:
m relatives Maximum o F(Xop) _ 0 und f"(x,,)<0
m relatives Minimum = f'(xopt) ; 0 und f”(xopt) >0

183
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5.4.1.1 Das Cournot‘sche Theorem

» Krummungsverhalten:

m konvex = f'(x)>0
m konkav < f(x)<0
m streng konvex < f'(x)>0
m streng konkav & f"(x)<0
» Wendepunkte:
= f”(xopt);0 und f"(x,,)#0

184

COURNOT‘SCHES THEOREM:

Gewinnfunktion: G(x)=E(x)-K(x) — max!

Notwendige E'(x)-K'(x) =0
KI

< E'(x) = K(x) '
—— —
Grenz— Grenz—

Bedingung:

erlose kosten |

Hinreichende:
Bedingung

G'(x) = E"(x)-K'(x) < O
< E'(x) < K'(x)
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5.4.2 Okonomische MaRe
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5.4.2 Okonomische MaRe

» Bogenelastizitat:

= gibt das Verhaltnis der relativen Anderung des Funktions-
wertes zur relativen Anderung der unabhangigen Variable an

= gibt somit die durchschnittliche Elastizitat im Intervall Ax an

Af f(x, +AX)—f(X,)

(%) = o f(x,) _ fixg +AX) (%) %
TR Ax Ax AX f(xo)
X X,
186
Q) DT, s scencs

5.4.2 Okonomische MaRe

> Punktelastizitat:

= gibt naherungsweise an, um wieviel Prozent sich die
abhangige Variable andert bei einer einprozentigen Anderung
der unabhangigen Variablen

= Grenzwert der Bogenelastizitat: Ax l1auft gegen null

8fx(XO) = AILTOnyx

T f(Xo +AX)—F(X,) X ~ f(x,)- X,
Ax-0 AX f(%,) f(xo)
» Elastizitatsfunktion:
g, = A0 Xy X
dx f(X) f(X) 187
) [HONTES e scences

5.4.2 Okonomische MaRe

» Okonomische Beispiele:

= Preiselastizitat der Nachfrage
bzw. Elastizitat der Nachfrage in bezug auf den Preis
_dx p

p_)X:f(p) Sxp_d7p ;

= Nachfrageelastizitat des Preise
bzw. Elastizitat der Preis-Absatz-Funktion in bezug auf
die nachgefragte Menge
x — p="f(x) g . = —.

188

Wert der Elastizitat Elastizitatsgrad der Funktion
e=0 vollkommen unelastisch
0<|e|l<1 unelastisch
le| =1 1-elastisch (proportional elastisch)
le| > 1 elastisch

vollkommen elastisch

189
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Gliederung

6 Integralrechnung

6.1 EinfUhrendes Beispiel

6.2 Die Integralrechnung als
Umkehrung der Differentialrechnung

6.3 Unbestimmtes Integral
6.4 Bestimmtes Integral

6.5 Bestimmung von Flacheninhalten
mit Hilfe des bestimmten Integrals

6.6 Okonomische Anwendung der Integralrechnung
(Produzenten- und Konsumentenrente)

190
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6.3.1 Der Begriff der Stammfunktion und
des unbestimmten Integrals

Prof. Dr. Michael Biicker
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6.2 Die Integralrechnung als
Umkehrung der Differentialrechnung

FH MUNSTER
University of Applied Sciences

/ |ntegra|recm
f(x) =F'(x) F(x) Stamm-
Differentialrechnung

funktion

Beispiel:

F(x) = 1-x3'+15 F(x) = 1-x3—76 F(x) = 1-x3+C
3 3 3

= f(x) = x* = f(x) = x* = f(x) = x?

ﬂﬁerentialrechnung

y' =f(x)

y =f(x)
Integralrechnung

Prof. Dr. Michael Biicker
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6.3.1 Der Begriff der Stammfunktion und
des unbestimmten Integrals

191
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» F und f seien zwei Funktionen mit dem gemeinsamen
Definitionsbereich ID. F sei differenzierbar, und es gelte:

F'(x)=f(x) firalle xelD

Dann nennt man F eine Stammfunktion von f.

» Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f heif3t
unbestimmtes Integral und wird mit jf(x) dx bezeichnet.

Es qilt also:
[f(x)dx = F(x)+C mit CelR

mit f(x) als Integrand, x als Integrationsvariable und
C als Integrationskonstante

193
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6.3.2 Grundintegrale
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6.3.3 Integrationsregeln

Funktion Stammfunktion

£(x) = x" Fx) = —— . x™ + C
n+1
f(x)=¢" F(x) =e* + C
1
f(x):; F(x) = In|x| + C
f(x)=a" F) = 2 4 ¢
Ina
f(x)=1Inx F(x) = x:Inx — x + C
194
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6.3.3 Integrationsregeln

> Linearitat:
_[k-f(x)dx = k-J.f(x)dx
j (F(x) £ g(x))dx = j f(x)dx + j g(x)dx

> Partielle Integration:

[(g-fax = f-g - [(f-g)dx

195
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6.3.3 Integrationsregeln

» Substitutionsregel (Teil 1):

g(b)
j f(g(x) j f(z
a g(a)

mitz = g(x); :)z( =g'(x) bzw. dz =g'(x)dx

> Substitutionsregel (Teil 2):
g(b) b
[f()dx = [f(g(2))-g'(2)dz
g(a) a

mitix=9(z); — =4g'(z) bzw. dx=d'(z)dz

196

> Beispiel fur eine Partialbruchzerlegung:

IX—7 dx
(x+2)-(x=1)

— I(3 + _zjdx
X+2 x—1

idx _ de
X+2 X—1

3:-In|x+2| - 2:In|x-1] + C

siehe Nebenrechnung auf
den nachfolgenden Seiten

197
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6.3.3 Integrationsregeln
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» Nebenrechnung zur Partialbruchzerlegung:

xX-=7 A N B
(x+2)-(x-1) x+2 x-1

Methode ,Einsetzen
spezieller Werte*:

~ A = X—=7
X -1
B _ X—7
X+2 |,
X—7 3 -2

(x+2)-(x=1) ) i x—1

6.4.1 Der Begriff des bestimmten Integrals

< x-7 =A-(x-1) + B:-(x+2)

:;9:3

L, -3
:;6=_2
3

198
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6.3.3 Integrationsregeln

FH MUNSTER
University of Applied Sciences

» Flacheninhalte unter Kurven

» Nebenrechnung zur Partialbruchzerlegung:

xX-=7 A N B
(x+2)-(x-1) x+2 x-1

Methode ,Koeffizien-
tenvergleich®:

=A+B

< xX=7 = A-(x=-1) + B-(x+2)
< x-7T=Ax-A+B-x+ 2B
= 1

-7=-A+ 2B

= A =3 und
X—7 3 N -2
(x+2)-(x-1) x+2 x-1

Prof. Dr. Michael Biicker

6.4.1 Der Begriff des bestimmten Integrals

B=-2

199
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» Flacheninhalte unter Kurven

Hier Approximation
der Flache Uber
n= 5 Rechtecke!

201
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6.4.1 Der Begriff des bestimmten Integrals
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6.4.2 Rechenregeln fur das bestimmte Integral

» Fur die Flache A gilt somit:
A =lim D f(x) Ax

n—o0 i=1
Ax;—0

(n ist die Anzahl der Rechtecke!)

> Ist f(x) in [a, b] stetig und F(x) eine Stammfunktion zu f(x), so
kann das bestimmte Integral auch wie folgt berechnet werden:

[f(x)dx = F(b)-F(a) = [F(x)];

> Beispiel:

202

4 374 3 3
j&dx = g-XE = 2.45 - 2.25 ~ 345
2 3 3 3

Prof. Dr. Michael Biicker S, rHmonsten
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6.5.1 Flachenbestimmung zwischen
Funktion und Abszisse

» Eigenschaften des bestimmten Integrals:
1, j f(x)dx = 0

2. Tf(x) dx = - Tf(x) dx

a b

3. .C[f(x)dx = Tf(x)dx + jf(x)dx
a b

a

» Im Ubrigen gelten die gleichen Integrationsregeln des Abschnitts
6.3.3.

203
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6.5.2 Flachenbestimmung zwischen
zwei beliebigen Funktionen

A+B =

4
+ j f(x)dx
0

1
+ | [f(x)dx
4

Beachte: Nicht Gber Nullstellen hinweg integrieren!

f(x)
o) f(x) A+B+C=
4
—f
B &V + i(g(x) (x))dx
7
e ¢ + | J(g(x) - F(x))dx
4
11
+ f(g(x)—f(x))dx
I 7

2 4 7 11 X

Beachte: Nicht Uber Schnittstellen hinweg integrieren!




Prof. Dr. Michael Biicker Prof. Dr. Michael Biicker

@

H MUNSTER
University of Applied Sciences

@

FH MUNSTER
University of Applied Sciences

6.6 Okonomische Anwendung der Integralrechnung 6.6 Okonomische Anwendung der Integralrechnung

(Produzenten- und Konsumentenrente) (Produzenten- und Konsumentenrente)
» Konsumentenrente: » Produzentenrente:
= Verzichtet der Anbieter eines Gutes auf eine stetige = Die Produzentenrente fallt dann an, wenn ein Unternehmer
Preisreduktion von der Preisobergrenze pg bis zum ein bestimmtes Produkt zu verschiedenen Preisen entlang
Marktpreis py (Marktgleichgewicht), in dem sie sofort seiner Angebotskurve A anzubieten bereit ist, aber davon
den Marktpreis py, festsetzen, so sparen die Kaufer profitiert, day der Marktpreis sich auf einer bestimmten Héhe
die so genannte Konsumentenrente: pu eingependelt hat (Marktgleichgewicht).
KR = Ip(x)dx_pM'XM PR = py-xy - IAdX
0 0
206 207
Q) DT, s scencs Q) DT, s seences
Gliederung 7.2.2 Horizontalschnitt und Hohenlinie
7 Differentialrechnung Il » Horizontalschnitt parallel zur (x4, X,)-Ebene
Funktionen mit mehreren unabhangigen Variablen = Hohenlinie bzw. Isoquante
7.1 Einfiihrendes Beispiel = gibt den Zusammenhang zweier unabhangiger Variablen (x4, X5)
7.2 Graphische Einfuhrung in die Differentialrechnung Il an fur einen gegebenen Wert der abhangigen Variablen (y)
7.3 Grundziige der Differentialrechnung fiir Funktionen X, =f(y, x;) bzw. x;=f(y,X,)

mehrerer Variablen
7.4 Okonomische Anwendungen
7.5 Optimierungstheorie

» Grenzrate der Substitution (Substitutionsrate)
= die Steigung der Isoquante in einem Punkt (im Beispiel: -2)

= gibt die Einheiten an, die notwendig sind, um bei konstantem y
eine infinitesimal kleine Einheit von x, durch x, zu ersetzen
(oder umgekehrt)

dx, dx,
—= ZW. ——
209 d)(1 d)(2 210
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7.2.3 Vertikalschnitt

> Vertikalschnitt

= Eine unabhangige Variable (z. B. x4) wird konstant gesetzt.
Analysiert wird der Zusammenhang zwischen der abhangigen
Variable y und der anderen unabhangigen Variablen (z. B. x,).

y=f(X,, X,) bzw. y=f(x,,X,)

» Grenzproduktivitat (z.B. bei einer Produktionsfunktion)

= gibt die marginale Veranderung der abhangigen Variablen y
(z. B. die Ausbringungsmenge) an einer bestimmten Stelle an
aufgrund einer infinitesimal kleinen Veranderung des einen

Produktionsfaktors (x4) bei Konstanz des anderen Produktions-
faktors (x,) oder umgekehrt

d7y bzw_ di

dx, dx, 21
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7.3.2 Partielle Ableitungen zweiter Ordnung,
Hessesche Matrix
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7.3.1 Partielle Ableitungen erster Ordnung, Gradient

> Partielle Ableitungen zweiter Ordnung:

a(afj 2
P ox,) _  of

o s 0X, OX, - 0X,

o 0X, a(afJ ,
foo 0X, _ o°f
e oX, OX, - 0X,

o°f
af fX2X1 =
f, = — 0X, - 0%,
20X, 0%

OX, - 0X, 21

» Partielle Ableitungen erster Ordnung:
ay _ of(xyx,)

= 22l - f (X, X
ax1 6X1 x1( 1 2)
oy — 5f(X1,X2) =f (X, X,)
dX, oX, X T2
» Gradient:
= ,Vektor der partiellen Ableitungen®
fx (X11 XZ)
rad f(x,, X,) = !
g ( 1 2) (fXZ(X1,X2)

212
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7.3.2 Partielle Ableitungen zweiter Ordnung,
Hessesche Matrix

» Hessesche Matrix:

fx1x1 fx1x2
H(X1’X2) = f f

Xg X4 Xg X

bzw. fiir n Variablen:

X1 Xq X1 X3 wa Xn
H(X) — X2 X4 X2 X fxzxn
fxn X4 1:xn X fxn Xn

214
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7.3.3 Partielle Differentiale und totales Differential

» Partielles Differential:
d,f = f, (X, X,)-Ax, = M-Ax1
! OX,

df = . (xy%,)-Ax, = OTKeXe) oy
: 0X,
» Totales Differential:

= Summe der partiellen Differentiale
df = f, (X, Xp) A% + f, (X4, X;)-AX,

_ 81‘(x1,x2).AX1 N af(X“XZ)-sz

215
0X, 0X,

Prof. Dr. Michael Biicker

‘§\\1 FH MU

INSTER
Universit; y of Applied Sciences

7.3.5 Homogenitat
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7.3.4 Partielle Elastizitaten
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> Eine Funktion f ist homogen vom Grade r, wenn gilt:

f(AX AX,) = A -F(Xy, X,)

» Man unterscheidet folgende Falle:

1. Uberlinear-homogen, falls r >1
2. linear-homogen, falls r = 1
3. unterlinear-homogen, falls r < 1

» Satz:

Die Summe der partiellen Elastizitaten einer homogenen
Funktion ist gleich dem Homogenitatsgrad!

217

» Partielle Elastizitatsfunktionen:

e, = X
Y X4 8X1 y
e = Y X
Y Xz axz y

Prof. Dr. Michael Biicker

7.5 Optimierungstheorie

216
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Optimierungsrechnung

Zielfunktion — max!
— min!

Zielfunktion — max!
— min!

+ Nebenbedingung

Variablensubstitution

f(x)=0 bzw. gradf=0
= stationare Punkte

f"(x)#0 bzw. H(x)

Multiplikatormethode
von LAGRANGE
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7.5.2 Relative Extremwerte von Funktionen mehrerer
Veranderlichen ohne Nebenbedingungen

1. Schritt:

Bestimmen des stationaren Punktes
(Notwendige Bedingung)

m Bilde die partiellen Ableitungen erster Ordnung
(Gradient) und setze diese gleich null!

m LOse das so entstandene Gleichungssystem!

2. Schritt: Uberpriifen der hinreichenden Bedingung

Prof. Dr. Michael Biicker

m Bilde die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
(Hessesche Matrix)!

m Bilde die Folge der Hauptminoren der Hesseschen
Matrix!

m Uberpriife anschlieRend anhand der nachfolgenden
Kriterien, ob ein Maximum, ein Minimum oder
uberhaupt kein Extremum vorliegt! 219
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7.5.3.2 Methode der Variablensubstitution
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7.5.2 Relative Extremwerte von Funktionen mehrerer
Veranderlichen ohne Nebenbedingungen

1. Schritt:
2. Schritt:

3. Schritt:

4. Schritt:

Auflésen der Nebenbedingung nach einer Variablen

Aufstellen der reduzierten Zielfunktion durch
Substitution der einen Variablen durch die andere
(unter Zuhilfenahme des Schrittes 1)

Bestimmen des stationaren Punktes
(Notwendige Bedingung)

Uberpriifen der hinreichenden Bedingung

221

> Uberpriifen der hinreichenden Bedingung:
Folge der Hauptminoren bilden!

(1) D;>0 furallei = relatives Minimum

(2) Dy<0,D,>0,D3<0 ... = relatives Maximum
(alternierende Vorzeichen)

(3) D;=0 fureini = keine Aussage mdglich

(4) sonst. = kein Extremwert

Hauptminoren:
Di=ayy,

Prof. Dr. Michael Biicker

a1n
a11 a12 _ a2n
D2:det |: y aen Amxn_
a21 a22
amn 220
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7.5.3.3 Multiplikatormethode von Lagrange

1. Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:

Aufstellen der Lagrange-Funktion flr n = 2 Variablen
und m = 1 Nebenbedingungen

m LOse die Nebenbedingung nach null auf.

m Multipliziere die so entstandene Nebenbedingung
mit A und hange den Ausdruck an die urspringliche
Zielfunktion.

m ) bezeichnet man als Lagrange-Multiplikator.

Bestimmen des stationaren Punktes
(Notwendige Bedingung)

Uberpriifen der hinreichenden Bedingung
(Bilde dazu die letzten n —m =2 — 1 = 1 Hauptminoren)

222



Prof. Dr. Michael Biicker “Q FH MUNSTER
L4

University of Applied Sciences

7.5.3.3 Multiplikatormethode von Lagrange

» Uberpriifen der hinreichenden Bedingung:
Bilde die letzten n — m = 1 Hauptminoren!

= Hat der Hauptminor D5 ein negatives Vorzeichen,
so existiert ein relatives Minimum.

= Hat der Hauptminor D; ein positives Vorzeichen,
so existiert ein relatives Maximum.

= Ist der Hauptminor D5 gleich null,
so ist keine Aussage maoglich.

(Diese Aussagen gelten nur flr n = 2 Variablen
und m = 1 Nebenbedingung!)

223
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7.5.3.3 Multiplikatormethode von Lagrange

Das war‘s!

Viel Erfolg
bei der Klausur!

Prof. Dr. Michael Biicker

FHZ, Raum C 521
michael.buecker@fh-muenster.de
+49(0)251/83-65615
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» Uberpriifen der hinreichenden Bedingung (allgemeingdiltiger
Exkurs): Bilde die letzten n — m = 1 Hauptminoren!

= Haben samtliche Hauptminoren D, ..,, D,..o s -y Dpun
das Vorzeichen sgn (-1)",so existiert ein relatives Minimum.

= Haben samtliche Hauptminoren D2_mT1 , Domigs o » D
beginnend mit sgnD,,.., =sgn(-1)"", alternierende
Vorzeichen, so hat die Funktion ein relatives Maximum.

= Ist wenigstens eine der oben genannten Bedingungen
dadurch verletzt, dal® der betreffende Hauptminor genau das
Vorzeichen anderer Art besitzt, so liegt kein relatives
Extremum vor.

= Ist einer der Hauptminoren gleich null, so ist keine
Entscheidung moglich.

m+n ’
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